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Résumé

Résumé
Soit E → P1

Q une surface elliptique sur Q de base P1 non triviale. On s’intéresse à
la Zariski-densité des points rationnels de E . Il est conjecturé que le signe de l’équation
fonctionnelle d’une courbe elliptique est relié à la parité du rang de celle-ci. Modulo cette
conjecture, il est suffisant de démontrer que le signe des fibres de E varie pour démontrer la
Zariski-densité de E (Q). Un théorème conditionnel de Helfgott garantit que le signe moyen
d’une surface non isotriviale est strictement compris entre -1 et 1. Dans le cas où E possède
une place générique de réduction multiplicative, le signe moyen serait nul. Ce travail est
conditionnel à deux conjectures de théorie analytique des nombres : la conjecture sans
facteur carré et la conjecture de Chowla. L’objectif principal de cette thèse est d’éviter
les conjectures utilisées par Helfgott pour démontrer la variation du signe sur les surfaces
elliptiques non triviales. On réussit à se passer de la conjecture sans facteur carré sous
certaines hypothèses techniques. On démontre ainsi (sous l’hypothèse de la conjecture de
parité) la densité des points rationnels sur certaines surfaces elliptiques dont les coefficients
sont des polynômes de degré arbitraire. Une surface de Del Pezzo de degré 1 est reliée
par l’éclatement d’un point canonique à une surface elliptique rationnelle. On démontre
inconditionnellement la densité des points rationnels dans plusieurs cas par des arguments
géométriques. On étudie aussi la variation du signe de l’équation fonctionnelle pour des
surfaces elliptiques rationnelles isotriviales et on cerne des conditions pour que le signe
soit fixé. Dans le cas où le signe est +1, on en déduit des exemples de surfaces elliptiques
non triviales dont les points rationnels pourraient ne pas être denses.

Mots-clefs

courbes elliptiques, surfaces elliptiques, surfaces isotriviales, surfaces de Del Pezzo,
signe de l’équation fonctionnelle, densité des points rationnels.
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Density of rational points on elliptic surfaces and degree 1
del Pezzo surfaces

Abstract
Let E → P1

Q be an non-trivial elliptic surface over Q with base P1. We are interested
in the Zariski density of the rational points of E . It is conjectured that the root number
of an elliptic curve E has the same parity as its rank. Assuming this conjecture, it is
enough to show that the root number of the fibre of E varies to prove the Zariski density
of E (Q). A conditional theorem of Helfgott garanties that the average root number of
a non-isotrivial elliptic surface is strictly between -1 et 1. In the case where E has a
generic place of multiplicative reduction, the average root number should be zero. This
work is conditional to two analytic number theory conjectures : the squarefree conjecture
and the Chowla conjecture. The main aim of this Ph.D thesis is to avoid the conjectures
used by Helfgott when proving the variation of the root number on non-trivial elliptic
surfaces. We manage to drop the squarefree conjecture assumption under some technical
hypothesis. We show thus (under the parity conjecture) the density of the rational points
on some elliptic surfaces whose coefficients have arbitrary large degree. Blowing up the
anticanonical point on a del Pezzo surface of degree 1, one obtains a rational elliptic
surface. We show unconditionally the density of the rational points in many cases by
means of geometric arguments. We also study the variation of the root number on some
isotrivial rational elliptic surfaces and we state the conditions under which it is constant.
When it is +1, we deduce examples of non trivial elliptic surfaces whose rational points
might not be dense.

Keywords

elliptic curves, elliptic surfaces, isotrivial surfaces, Del Pezzo surfaces, root number,
density of rational points.



Table des matières

Introduction 15
0.1 Contexte et résultats connus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

0.1.1 Arguments géométriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
0.1.2 Fibres singulières d’une surface elliptique . . . . . . . . . . . . . . . 18
0.1.3 Variation du signe de l’équation fonctionnelle . . . . . . . . . . . . . 19
0.1.4 Surfaces isotriviales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
0.1.5 Surfaces non isotriviales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
0.1.6 Conjectures de théorie analytique des nombres . . . . . . . . . . . . 22
0.1.7 Signe moyen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

0.2 Résultats nouveaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
0.2.1 Revue des résultats de Helfgott sur le signe moyen d’une surface

elliptique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
0.2.2 Surfaces elliptiques non isotriviales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
0.2.3 Combinaison des conjectures SFC et Chowla . . . . . . . . . . . . . 26
0.2.4 Surfaces elliptiques rationnelles non isotriviales . . . . . . . . . . . . 26
0.2.5 Surfaces elliptiques rationnelles isotriviales . . . . . . . . . . . . . . 27
0.2.6 Variation du signe sur les surfaces elliptiques isotriviales . . . . . . . 28
0.2.7 Organisation du texte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1 Notions préliminaires 31
1.1 Courbes elliptiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

1.1.1 Loi de groupe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.1.2 Points de torsion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
1.1.3 Changement de modèle : le cas d’une quartique . . . . . . . . . . . . 34
1.1.4 Types de réduction, symbole de Kodaira . . . . . . . . . . . . . . . . 35
1.1.5 Signe de l’équation fonctionnelle de la fonction L . . . . . . . . . . . 35
1.1.6 Cas connus où la conjecture de parité est vérifiée . . . . . . . . . . . 36
1.1.7 Le signe local selon le type de réduction . . . . . . . . . . . . . . . . 37

1.2 Surfaces algébriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
1.2.1 Surfaces elliptiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
1.2.2 Densité des points rationnels sur une surface elliptique . . . . . . . . 38
1.2.3 Modèle de Weierstrass minimal d’une surface elliptique . . . . . . . 39
1.2.4 Classification des fibres singulières . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
1.2.5 Relation fondamentale du rang de Shioda-Tate . . . . . . . . . . . . 40
1.2.6 Surfaces isotriviales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
1.2.7 Surfaces elliptiques rationnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
1.2.8 Surfaces de Del Pezzo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
1.2.9 Lien entre surface Del Pezzo de degré 1 et surface elliptique rationnelle 43
1.2.10 Surfaces de Del Pezzo de degré 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44



12 TABLE DES MATIÈRES

1.2.11 Densité des points rationnels sur une surface de Del Pezzo ou un
fibré en conique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

1.3 Conjectures de théorie analytique des nombres . . . . . . . . . . . . . . . . 47
1.3.1 Conjecture du crible des facteurs carrés . . . . . . . . . . . . . . . . 48
1.3.2 Conjecture de Chowla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
1.3.3 Un résultat combinant les deux conjectures . . . . . . . . . . . . . . 53

2 Moyenne du signe (d’après Helfgott) 57
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2.1.1 Motivations et idées générales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
2.1.2 Résumé des résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2.2 Notions préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
2.2.1 Moyennes d’une fonction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
2.2.2 Signe local d’une fibre selon le type de réduction . . . . . . . . . . . 61
2.2.3 Places de réduction génériques d’une surface elliptique . . . . . . . . 62
2.2.4 Surfaces elliptiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.2.5 Symboles quadratiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.2.6 Réseaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

2.3 Une formule pour le signe global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
2.3.1 Monodromie des fibres selon le type de réduction des places génériques 65
2.3.2 Décomposition du signe selon les places génériques . . . . . . . . . . 67
2.3.3 Propriétés des fonctions apparaissant dans le théorème 2.3.2 . . . . . 70
2.3.4 Constance locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

2.4 Signe moyen sur une progression arithmétique . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
2.4.1 Surfaces isotriviales avec j(T ) 6= 0, 1728 . . . . . . . . . . . . . . . . 74
2.4.2 Surfaces avec j(T ) ∈ {0, 1728} ou non isotriviale sans place Im . . . 77
2.4.3 Surfaces qui admettent des places de réduction Im . . . . . . . . . . 79

2.5 Signe moyen sur Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
2.5.1 Surface isotriviale telle que j(T ) 6= 0, 1728 . . . . . . . . . . . . . . . 81
2.5.2 Surface isotriviale avec j(T ) ∈ {0, 1728} ou sans place Im . . . . . . 82
2.5.3 Surfaces admettant des places de type Im . . . . . . . . . . . . . . . 86

2.6 Conclusions sur la variation du signe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
2.6.1 Surfaces isotriviales telles que j(T ) 6= 0, 1728 . . . . . . . . . . . . . 88
2.6.2 Surfaces non isotriviales sans place de réduction Im . . . . . . . . . . 88
2.6.3 Surfaces avec place de réduction Im . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

2.7 Comparaison avec les travaux de Manduchi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
2.7.1 Surface non isotriviale sans place de type Im . . . . . . . . . . . . . 89
2.7.2 Surface avec place de type Im . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

3 Variation du signe des fibres sur les surfaces elliptiques isotriviales 91
3.1 Surfaces de la forme H(T )y2 = x3 + ax+ b . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3.1.1 Théorème de variation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
3.1.2 Comparaison avec Rohrlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
3.1.3 Constance locale des signes locaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
3.1.4 Signes locaux en 2 et 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
3.1.5 Monodromie des types de réduction des fibres . . . . . . . . . . . . . 95
3.1.6 Démonstration du théorème de variation . . . . . . . . . . . . . . . . 97

3.2 Surfaces de la forme y2 = x3 +A(T )x ou y2 = x3 +B(T ) . . . . . . . . . . 99
3.2.1 Théorème de variation pour les surfaces telles que j = 0 . . . . . . . 99
3.2.2 Théorème de variation pour les surfaces elliptiques telles que j = 1728101



TABLE DES MATIÈRES 13

3.2.3 Formule des signes locaux en 2 et en 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4 Surfaces elliptiques rationnelles 105
4.1 Rappels sur les surfaces de Del Pezzo de degré 1 . . . . . . . . . . . . . . . 105
4.2 Densité des points rationnels sur des surfaces rationnelles isotriviales . . . . 105

4.2.1 Surfaces avec j(T ) 6= 0, 1728 : unirationalité . . . . . . . . . . . . . . 106
4.2.2 Surfaces avec j(T ) = 1728 : point d’ordre infini . . . . . . . . . . . . 107
4.2.3 Surfaces avec j(T ) = 0 : variation du signe . . . . . . . . . . . . . . 113
4.2.4 Surfaces avec j(T ) = 1728 : variation du signe . . . . . . . . . . . . . 124

4.3 Densité des points rationnels sur des surfaces elliptiques rationnelles non
isotriviales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
4.3.1 Où les travaux de Helfgott sont inconditionnels . . . . . . . . . . . . 133
4.3.2 Forme des surfaces elliptiques rationnelles sans place de réduction

multiplicative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
4.3.3 Arguments géométriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

5 Surfaces elliptiques non isotriviales 141
5.1 Places associées à une surface elliptique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

5.1.1 Symboles de Kodaira . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
5.1.2 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

5.2 Étude de la décomposition du signe selon les places de réduction . . . . . . 143
5.2.1 Signes locaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
5.2.2 Étude de la fonction

∏
p|δWp(Et)

∏
P gE ,δ,P selon la surface . . . . . . 146

5.2.3 Étude de la fonction hE ,δ,P en une place II, II∗, IV ou IV ∗ . . . . . 147
5.2.4 Étude de hE ,δ,P en une place III ou III∗ . . . . . . . . . . . . . . . 148
5.2.5 Étude de hE ,δ,P en une place I∗m ou Im . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
5.2.6 Étude du signe global sur les surfaces du théorème 5.0.8 . . . . . . . 149

5.3 Surfaces telles que ME = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
5.4 Surfaces avec des places de type Im . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
5.5 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

Bibliographie 157





Introduction

Cette thèse est consacrée à des questions diophantiennes et de théorie analytique des
nombres. Le principal problème abordé concerne la densité au sens de Zariski des points
rationnels sur une surface elliptique sur Q. Pour ce faire, on étudie la variation du signe de
l’équation fonctionnelle sur ses fibres. On s’intéressera également à la densité des points
rationnels d’une surface de Del Pezzo de degré 1 en utilisant le lien entre une telle surface et
une surface elliptique rationnelle. L’objectif de cette thèse est de démontrer la densité des
points rationnels sur ces surfaces en utilisant moins de conjectures de théorie analytique
des nombres que le font les résultats antérieurs à ce sujet. Nous y réussissons dans plusieurs
cas.

0.1 Contexte et résultats connus
Pour de plus amples explications sur la théorie des surfaces elliptiques, on se réfère au

livre de Miranda [33].

Définition 1. Une surface elliptique sur Q est une surface algébrique projective E définie
sur Q telle que
i) Il existe un morphisme (une fibration) π : E → P1 tel que la fibre Et := π−1(t) est

une courbe projective lisse de genre 1 pour tout t sauf un nombre fini.
ii) Il existe une section σ : P1 → E pour π définie sur Q.

Certains auteurs ne requièrent pas l’existence d’une section. Cependant, nous désirons
étudier une surface elliptique en tant que famille de courbes elliptiques, d’où l’importance
de la munir d’une section.

Dans ce cas, une surface elliptique E peut s’écrire comme l’ensemble des solutions dans
P2 × P1 d’une équation de la forme

E : y2 = x3 +A(T )x+B(T ),

avec A(T ), B(T ) ∈ Z[T ]. On appellera fibre générique de E la courbe elliptique sur Q(T )
notée ET dont un modèle affine est l’équation précédente.

Pour presque tout t ∈ P1, la fibre de π au dessus de t donnée par Et = π−1(t) est une
courbe elliptique sur Q et l’ensemble Et(Q) a une structure de groupe, appelé le groupe
de Mordell-Weil de E sur Q. Par le théorème de Mordell-Weil, ce groupe se décompose
comme la somme d’un groupe libre de type fini Zr et du groupe fini des éléments de tor-
sion. L’entier r est appelé le rang de Mordell-Weil (ou simplement le rang) de E sur Q.

On s’intéresse dans cette thèse à la densité des points rationnels sur une surface ellip-
tique. La densité peut avoir deux sens : pour la topologie réelle usuelle ou la topologie de
Zariski.

Mazur fait la conjecture suivante au sujet de la topologie réelle.
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Conjecture 0.1. [32, Conjecture 4] Soit E → P1 une surface elliptique. On définit

P = {t ∈ P1
Q | Et est une courbe elliptique sur Q et rangEt(Q) > 0}.

Alors,
(1) ou bien P est fini,
(2) ou bien P est dense dans P1(R).

Cette thèse s’inscrit dans la continuité des travaux précédemment réalisés pour tenter
de démontrer cette conjecture, en remplaçant toutefois « densité pour la topologie réelle
» par « densité pour la topologie de Zariski ». Nous étudierons ainsi plutôt la question
suivante :

Conjecture 0.2. Soit E → P1
Q une surface elliptique sur Q. Alors on a une des deux

propositions suivantes :
1. E est triviale, c’est-à-dire qu’il existe une courbe E0 telle que E ' E0×P1. Dans ce

cas, on a E (Q) = E0(Q)× P1(Q), où E0(Q) peut être fini ou infini.
2. E (Q) est dense dans E pour la topologie de Zariski.

Remarque 1. Cette conjecture est implicite dans la littérature, en particulier dans [4].
Une formulation plus prudente excluerait dans le point 2 le cas où E est isotriviale.

On a une intuition assez précise de la densité des points rationnels sur les surfaces non
isotriviales grâce aux travaux de Helfgott [15] (que nous présentons plus loin) conditionnels
à la conjecture de Chowla, des valeurs sans facteur carré et de parité. Cependant, dans le
cas isotrivial, il existe des surfaces elliptiques pour lesquelles aucune conjecture ne prédit
la densité des points rationnels : il s’agit de celles dont la fonction signe est constante.
Nous définissons la fonction signe et la conjecture de parité dans la section 0.1.3 et les
autres conjectures mentionnées dans cette remarque dans la section 0.1.6.
Remarque 2. La même question a un sens si l’on remplace Q par un corps de nombres k,
ou encore en prenant une fibration en courbes elliptiques E → C, où C est une courbe
sur un corps k telle que C(k) est infini, mais nous nous contenterons d’étudier les surfaces
elliptiques sur Q de base P1.
Remarque 3. Pour répondre à la conjecture précédente, on utilise le théorème élémentaire
suivant démontré en section 1.2.2.

Théorème 0.1.1. Supposons que

#{t ∈ P1(Q) | rangEt(Q) > 0} =∞.

Alors E a un ensemble dense de points rationnels.

Comme il n’existe pas de méthode générale pour calculer le rang d’une courbe ellip-
tique, on passera parfois par l’étude de son signe, notion que l’on définira dans les sections
0.1.3 et 1.1.5. Celui-ci est conjecturellement relié à la parité du rang.

On étudiera plus en détails les surfaces elliptiques rationnelles, c’est-à-dire que E est
Q̄-birationnel à P2. Elles nous intéressent particulièrement à cause du théorème suivant,
dû à Iskovskih.

Théorème 0.1.2. [19, Théorème 1]
Soit une surface elliptique rationnelle E .
Alors, elle possède un modèle minimal X/Q qui est :
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1. soit un fibré en coniques de degré 1,

2. soit une surface de Del Pezzo.

Pour de plus amples explications sur les surfaces de Del Pezzo et les fibrés en coniques,
on pourra se référer au livre de Manin [28].

Définition 2. Une surface de Del Pezzo X est une surface algébrique projective non
singulière dont le diviseur anticanonique est ample.

Le degré d’une surface de Del Pezzo est l’entier d correspondant au nombre d’auto-
intersection (KX ,KX) du diviseur canonique de X noté KX . Remarquons que le degré est
compris entre 1 ≤ d ≤ 9.

Nous nous intéressons aux questions suivantes. Étant donnée X une surface de Del
Pezzo sur Q de degré d ou un fibré en conique de degré ≥ 1.

1. Existe-t-il un point rationnel sur X ?

2. L’ensemble des points rationnels est-il dense pour la topologie de Zariski ?

Lorsque X est un fibré en conique, les travaux de Kollar et Mella [23] garantissent
que la surface est Q-unirationnelle, c’est-à-dire qu’il existe une application dominante
P2 99K X. Par conséquent l’ensemble des points rationnels est dense.

Lorsque d ≥ 3, on sait par les travaux de Segre et Manin [28] que l’existence d’un point
rationnel sur X implique que la surface est unirationnelle.

Lorsque d = 2, Salgado, Testa et Várilly-Alvarado [41], en se basant sur un travail de
Manin [28, Thm 29.4], ont montré que si X contient un point rationnel qui ne se trouve
pas sur une courbe exceptionnelle ni sur une certaine quartique, alors X(Q) est dense pour
la topologie de Zariski.

Si d = 1, la surface X est automatiquement pourvue d’un point rationnel : le point
de base du système linéaire anticanonique. Cependant, les résultats concernant la densité
des points rationnels restent partiels (par exemple [42] et [51]).

Si on éclate le point anticanonique sur X une surface de Del Pezzo de degré 1, on
obtient une surface elliptique rationnelle E dont l’image de la section neutre est le diviseur
exceptionnel. Par conséquent, il y a densité des points rationnels sur X si et seulement si
il y a densité des points rationnels sur E .

En étudiant les points singuliers sur les surfaces elliptiques rationnelles, on détermine
lesquelles dont la contraction de la section à l’infini est une surface de Del Pezzo de degré
1 (pour plus de détails, voir le calcul rédigé en section 1.2.10).

On déduit de cette étude le lemme suivant.

Lemme 0.1.3. Soit E une surface elliptique rationnelle et un modèle minimal de Weiers-
trass

y2 = x3 +A(t)x+B(t),

où A,B ∈ Z[t] sont des polynômes de degré respectivement 4 et 6. On note X la surface
obtenue de E par contraction de sa section à l’infini.

Alors X est une surface de Del Pezzo de degré 1 si et seulement si les seules fibres
singulières de E sont de type II ou I1.

Listons maintenant quelques méthodes permettant d’étudier la densité sur ces surfaces.
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0.1.1 Arguments géométriques

Divers arguments géométriques présents dans la littérature permettent de démontrer
inconditionnellement la densité des points rationnels sur une surface elliptique ou une
surface de Del Pezzo de degré 1. Citons en quelques uns pour exemple.

Ulas a obtenu des résultats de densité sur des familles de surfaces elliptiques rationnelles
non isotriviales en étudiant des changements de base explicites.

Théorème 0.1.4. [50, Thm 2.1] Soit f(T ) = T 5+aT 3+bT 2+cT+d ∈ Z[T ] et considérons
la surface E donnée par l’équation E : x2 − y3 − f(T ) = 0. Alors

1. ou bien f a des racines multiples sur Q, auquel cas l’ensemble des points rationnels
de Ef est dense au sens de Zariski.

2. ou bien f n’a pas de racine multiple. Si l’ensemble des points rationnels sur la courbe
Ea,b : Y 2 = X3 + 135(2a− 15)X − 1350(5a+ 2b− 26) est infini, alors l’ensemble des
points rationnels sur la surface Ef est Zariski-dense.

D’autre part, Salgado compare le rang de la fibre générique de E sur Q[T ] avec ce-
lui d’une surface elliptique E ′ obtenue à partir de E par changement de variables. Elle
démontre le résultat suivant.

Théorème 0.1.5. [40, Thm. 1.1.] Soit π : E → B ' P1 une surface elliptique Q-
unirationnelle. Il existe une courbe C → B telle que C 'Q P1 et

rangEC(Q(C)) ≥ rangE (Q(B)) + 1,

où EC = E ×B C.

De plus, un article de Salgado et Van Luijk [42] donne des conditions pour que l’en-
semble des points rationnels d’une surface de Del Pezzo de degré 1 soit Zariski-dense. Par
exemple :

— Il suffit de supposer que la surface elliptique obtenue par éclatement du point
anticanonique a une fibre de type Im au dessus d’un certain point k-rationnel de
P1.

— Il suffit de supposer l’existence d’un point rationnel qui ne se trouve pas sur six
courbes exceptionnelles de S et qui est d’ordre 3 sur sa fibre.

0.1.2 Fibres singulières d’une surface elliptique

Soit ET une courbe elliptique sur Q(T ). On s’intéresse à la réduction de E en les places
génériques de Q(T ), c’est-à-dire celles qui sont associées à des polynômes irréductibles non
constants ou à 1

T .
Soit une équation de Weierstrass

ET : y2 = x3 + F (T )x+G(T ).

et soit ∆(T ) son discriminant. Ce dernier se factorise sous la forme : ∆(T ) = d
∏n
i=0 Pi(T )ei ,

où les Pi ∈ Q[T ] sont des polynômes irréductibles unitaires deux à deux distincts et d ∈ Q
et ei ∈ N∗.

Ceux-ci correspondent aux places de mauvaise réduction de ET /Q(T ), qu’on appellera
places génériques.

La caractérisation « usuelle » des types de réduction n’est pas assez précise pour nos
besoins. Nous allons décrire la réduction de E en wP une place de Q[T ] associée à un
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polynôme P (T ) ∈ Z[T ] par un symbole de Kodaira. Ceci est décrit plus en détail dans [47]
Appendice C, Tableau 15.1.

La réduction de E en P (T ) est dite de type Im si et seulement si E est de réduction
multiplicative en P , de type I∗m si et seulement si E est de réduction additive potentielle-
ment multiplicative. Si E est de réduction additive potentiellement bonne alors en fonction
de la valeur de ordwP∆(T ), la fibre sera de type II, II∗, III, III∗, IV , IV ∗ ou I∗0 . Enfin,
une fibre est de type I0 si et seulement si elle est de bonne réduction.

0.1.3 Variation du signe de l’équation fonctionnelle

Soit E une courbe elliptique sur Q. On appelle le signe de E (en anglais root number
of E) l’entier

W (E) =
∏
p

Wp(E),

où le produit est pris sur toutes les places de Q ({p premiers} ∪ ∞) et le signe local
Wp(E) ∈ {±1} ne dépend que de Ẽ/Qp. Les formules pour lesWp(E) sont donnée par [13]
si p = 2, 3. Sinon, [38] donne une formule pour le signe local en p qui sera rappelée dans
la section 1.1.5 de cette thèse.

Dans le cas où le corps de définition est Q, le signe est égal au signe de l’équation
fonctionnelle de E ; c’est-à-dire le signe W (E) ∈ {±1} tel que la fonction L de la courbe
elliptique respecte l’équation fonctionnelle

N
(2−s)/2
E (2π)s−2Γ(2− s)L(E, 2− s) = W (E)N s/2

E (2π)−sΓ(s)L(E, s),

pour tout s ∈ C où NE est le conducteur de E.
Soit ran(E/Q) l’ordre d’annulation en s = 1 de L(E, s) la fonction L associée à E.

La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer prédit que rang(E/Q) = ran(E/Q) et en
particulier l’égalité suivante, appelée la conjecture de parité :

W (E) = (−1)rang(E(Q)).

Remarque 4. Les travaux de Nekovář [34], Dokchitser et Dokchitser [7] montrent que la
finitude du groupe de Tate-Shafarevitch de E implique la conjecture de parité pour E.
Remarque 5. La raison principale pour laquelle on se cantonne au cas k = Q est que la
conjecture est beaucoup plus près d’être démontrée que sur les autres corps de nombres.
En effet, l’équation fonctionnelle admet un prolongement analytique adéquat à tout le
plan complexe. De plus, le signe de E est bien égal au signe de l’équation fonctionnelle sur
Q.

Soit une surface elliptique E
π−→ P dont la fibre en t ∈ Q est notée Et. On étudiera les

ensembles

W±(E ) = {t ∈ Q : Et est une courbe elliptique et W (Et) = ±1}.

Une conséquence de la conjecture de parité et du théorème 0.1.1 est qu’il suffit que
#W−(E ) =∞ pour qu’on ait la densité des points rationnels sur E .

0.1.4 Surfaces isotriviales

On dit qu’une surface elliptique est isotriviale si t 7→ j(Et), la fonction du j-invariant
des fibres, est constante. On note j(E ) cette valeur commune. On a donc j(E ) ∈ Q.

Une telle surface admet une courbe elliptique Eo sur Q telle que E est une famille de
tordues de Eo. Elle peut être décrite par un des trois types suivants :
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1. y2 = x3 + af(T )2x+ bf(T )3, où f(T ) est un polynôme sans facteur carré et ab 6= 0,
(on a j(T ) ∈ Q\{0, 1728}.)

2. y2 = x3 + f(T )x, f(T ) est sans facteur de puissance 4, (on a j(T ) = 1728.)
3. y2 = x3 + f(T ), f(T ) est sans facteur de puissance 6 (on a j(T ) = 0).

Remarque 6. La raison pour laquelle on fait la distinction entre les cas 1, 2 et 3 est que
les tordues d’une courbe elliptique sont paramétrées par H1(GQ, Aut(E)).

1. Lorsque j ∈ Q \ {0, 1728}, on a Aut(E) = Z/2Z,
2. lorsque j = 0, on a Aut(E) = Z/6Z et
3. lorsque j = 1728, on a Aut(E) = Z/4Z.
Soit W := t 7→ W (Et) la fonction du signe des fibres de E . Si E est isotriviale, il est

possible queW soit constante. SiW est constant égale à +1, on ne peut rien conclure quant
à la densité des points rationnels de ces surfaces à partir de l’étude du signe. Dans [3],
Cassels et Schinzel trouvent une famille de courbes elliptiques dont le signe est constant,
égal à -1. Cet exemple, d’invariant j = 1728, est

ET : y2 = x3 − (7 + 7T 4)2x.

Varilly-Alvarado donne dans [51] davantage d’exemples, parmi lesquels la surface el-
liptique d’invariant j = 0 donnée par l’équation de Weierstrass

y2 = x3 + 27T 6 + 16,

dont les fibres sont de signe +1.
Dans beaucoup de cas, cependant, on sait que l’application W n’est pas constante. On

a notamment le théorème suivant dû à Rohrlich.

Théorème 0.1.6. [38, Théorème 2] Soit a, b ∈ Z tel que ab 6= 0. On considère la courbe
elliptique définie par l’équation E : y2 = x3 +ax+ b si ∆ 6= 0. Soit f(t) ∈ Z[t] et la famille
de tordues quadratiques définie par l’équation

Ef(t) : f(t)y2 = x3 + ax+ b

Alors, l’une des deux propositions suivantes est vraie :
1. Les ensembles W+ et W− sont denses dans R.
2. Les ensembles W+ ou de W− sont {t ∈ Q|f(t) < 0} et {t ∈ Q|f(t) > 0}.

De plus, pour E donnée,
1. il existe f tel qu’on est dans le cas 2 et tel que le nombre de changements de signe

de f sur R dépasse n’importe quelle valeur préassignée.
2. si en outre E a bonne réduction sur une extension abélienne de Q, on est dans le

cas 2.

Remarque 7. Plus explicitement, si E a bonne réduction sur Qab alors ∀d ∈ Q∗ on a

W (Ed) = sgn(d)W (E).

Dans le cas d’une surface de Del Pezzo de degré 1 dont la surface elliptique rationnelle
associée est isotriviale, Varilly-Alvarado [51] démontre le théorème suivant.

Notation 0.3. Pour tout n ∈ Z, on désignera par µn l’ensemble des racines n-ième de
l’unité.
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Théorème 0.1.7. [51, Thm 2.1] Soit F (x, y) ∈ Z[x, y] un polynôme homogène de degré
6 dont on suppose que les coefficients en x6 et en y6 sont non nuls. Soit X la surface de
Del Pezzo de degré 1 sur Q donnée par

w2 = z3 + F (x, y)

dans PQ(1, 1, 2, 3), l’espace projectif à poids de variables (x, y, z, w). Soit c le contenu de
F : on écrit F (x, y) = cF1(x, y), avec F1(x, y) ∈ Z[x, y]. On suppose qu’il existe fi ∈ Z[x, y]
un facteur homogène irréductible de F1 tel que

µ3 6⊆ Q[t]/fi(t, 1), (1)

où µ3 est le groupe des racines troisième de l’unité dans Q. Enfin, on suppose que la
conjecture de parité est vérifiée pour les courbes elliptiques sur Q de j-invariant 0.

Alors les points rationnels de X sont denses pour la topologie de Zariski.

Remarque 8. Dans le même article, on a un résultat similaire [51, Thm 2.3] pour les
surfaces représentées dans P(1, 1, 2, 3) par une équation de la forme

w2 = z3 +G(x, y)z,

où G(x, y) ∈ Z[x, y] est un polynôme homogène de degré 4. Ce ne sont pas tout à fait
des surfaces de Del Pezzo de degré 1 : elles ont un point qui n’est pas lisse. L’hypothèse
remplaçant (1) est celle qu’il existe gi ∈ Z[x, y], un facteur irréductible de G tel que

µ4 6⊆ Q[t]/gi(t, 1).

0.1.5 Surfaces non isotriviales

Rizzo [37] exhibe ET : y2 + Tx2 − (T + 3)x + 1 une surface elliptique rationnelle
non isotriviale dont la fonction du signe restreinte à Z est constante, c’est-à-dire que
W (Et) = −1 pour toute fibre associée à t ∈ Z. Cependant, le signe de Et n’est pas
constant sur les fibres en t ∈ Q.

Il est conjecturé que si la surface n’est pas isotriviale, il y a toujours variation du signe
des fibres sur Q. Les résultats de Manduchi vont dans ce sens.

Théorème 0.1.8. [27, Thm 1] Soit E
π−→ P1 une surface elliptique non isotriviale telle

que
1. les polynômes associés aux places de mauvaise réduction sont de degré ≤ 6,
2. E n’a pas de place générique de type Im,

Alors, W+ et W− sont denses dans R.

Dans le même article, Manduchi démontre un second théorème, avec des hypothèses
légèrement différentes.

Théorème 0.1.9. [27, Thm 2] Soit E → P1 une surface elliptique non isotriviale telle
que

1. les polynômes associés aux places de mauvaise réduction sont de degré inférieur ou
égal à 3,

2. E a au plus une fibre générique de type Im et celle-ci est associée à un polynôme
linéaire.
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Alors W+ et W− sont tous deux infinis.

La technique utilisée par Manduchi consiste à trouver F,F ⊆ Z2, deux ensembles
infinis de paires d’entiers premiers entre eux tels que pour tout (x, y) ∈ F1 et (x′, y′) ∈ F
on ait

W
(
Ex
y

)
= −W

(
Ex′
y′

)
.

Pour cela, on fait un crible sur les paires (x, y) d’entiers premiers entre eux qui définissent
t = x/y ∈ Q, afin de contrôler les facteurs carrés des polynômes impliqués.

0.1.6 Conjectures de théorie analytique des nombres

L’utilisation des méthodes de crible mentionnées ci-dessus justifie que l’on s’intéresse à
deux conjectures, présentées dans cette section. Nous traiterons simultanément le cas d’un
polynôme f de degré d à coefficients entiers, ou bien en une variable, ou bien homogène
en deux variables ; ainsi ou bien f(T ) = a0 + · · · + adT

d ∈ Z[T ] ou bien f(T,U) =
a0U

d + · · ·+ adT
d ∈ Z[T,U ]. On notera h = 1 ou 2 le nombre de variables et v un vecteur

à coordonnées entières dans Zh, c’est-à-dire v ∈ Z ou v ∈ Z2. On étudie deux propriétés
décrivant la factorisation de f(v) : la première décrit la proportion de valeurs sans facteurs
carrés, la deuxième la parité du nombre de facteurs premiers.
Notations. Soit δf := pgcd

{
f(v) | v ∈ Zh

}
, alors df désigne le plus petit entier tel que

δf/df soit sans facteur carré. Écrivons df =
∏
p p

νp On note tf (p) le nombre de solutions
modulo p2+νp de f(v)d−1

f ≡ 0 mod p2, ou encore f(v) ≡ 0 mod p2+νp et on pose

Cf :=
∏
p

(
1− tf (p)

p2(2+νp)

)
Conjecture 0.1.10. (Conjecture du crible des facteurs carrés)

Soit f un polynôme à coefficients entiers sans facteur carré, en h variables (h = 1 ou
2).

Alors

#{v ∈ Zh | |v| ≤ X, f(v)/df est sans facteur carré } = Cf (2X)h + o(Xh) (X → +∞).

Si l’on veut étudier les valeurs (presque) sans facteurs carrés sur une progression
arithmétique ou un réseau A = φ(Zh) (avec φ(n) = a + bn pour b 6= 0 si h = 1, et
φ(m,n) = (am + bn, cm + dn)), on posera g := f ◦ φ, df,A := dg, C̃f,A := C̃g et on peut
écrire la conjecture du crible des facteurs carrés sous la forme apparemment plus générale :

]
{

v ∈ A(X) | f(v)d−1
f,A est sans facteur carré

}
= C̃f,AA(X) + o(A(X)), (2)

où A(X) = {v ∈ A | |v| ≤ X} et A(X) = ]A(X).
La conjecture est démontrée pour les polynômes irréductibles de degré ≤ 3 (resp. ≤ 6)

en 1 variable (resp. en 2 variables), ce que nous résumons dans l’énoncé suivant. La preuve
est relativement simple (résultant en fait essentiellement des considérations qui suivent)
lorsque h = 1 et d ≤ 2 ou h = 2 et d ≤ 4. Les cas suivants sont plus délicats, le cas h = 1
et d = 3 est prouvé par Hooley [18], le cas h = 2 et d = 5, 6 est prouvé par Greaves [9].

Théorème 0.1.11. (Hooley [18], Greaves [9]) Soit f un polynôme à coefficients entiers,
sans facteurs carrés, en h variables (h = 1 ou 2). Supposons que tous les facteurs irréduc-
tibles de f soient de degré inférieur ou égal à 3h, alors f vérifie la conjecture du crible des
facteurs carrés.
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La seconde conjecture, dite de Chowla, concerne l’étude de la fonction de Liouville
définie comme suit :

Pour n = pe1
i . . . perr ,

λ(n) = (−1)Ω(n),

où Ω(n) est le nombre de facteurs premiers de n, comptés avec multiplicité, en d’autres
termes, Ω(n) =

∑r
i=1 ei.

Conjecture 0.4. (Conjecture de Chowla)
Soit f un polynôme à coefficients entiers, sans facteurs carrés. Pour toute progression

arithmétique A, on a l’estimation suivante∑
v∈A(X)

λ(f(v)) = o(A(X)).

Les résultats connus à l’heure actuelle sont les suivants.

Théorème 0.1.12. Soit f un polynôme de degré d à coefficients entiers, sans facteurs
carrés, en h variables (h = 1 ou 2). La conjecture de Chowla vaut dans les cas suivants :

1. (Hadamard – de la Vallée Poussin) h = 1 et d = 1.
2. (Helfgott, Lachand) h = 2 et d ≤ 3.
3. (Green-Tao) h = 2 et f est un produit de formes linéaires.

Le premier item (h = deg(f) = 1) équivaut en fait au théorème des nombres premiers
sous la forme

∑
m≤X µ(m) = o(X). Le deuxième, pour f homogène en deux variables et

deg(f) ≤ 2 est essentiellement dû à de la Vallée Poussin. Le cas de degré 3 est dû à Helfgott
[17] (noter cependant que l’article cité traite d’un polynôme cubique non irréductible ; le
cas d’un polynôme cubique irréductible [16] est non publié), puis récemment en 2014 par
une autre technique par Lachand dans sa thèse de doctorat [24] et dans un article à paraître
[25]. Enfin, Green et Tao [10] prouve Chowla pour un produit de formes linéaires.

0.1.7 Signe moyen

Dans un article à ce jour non publié [15], Helfgott calcule le signe moyen d’une surface
elliptique sur tous les t ∈ Q, où les t = x/y sont représentés par un couple d’entiers
premiers entre eux

avQW (E ) = lim
N−→∞

∑
(x,y)∈[−N,N ]2:pgcd(x,y)=1,y 6=0W (Ex/y)
|
{
(x, y) ∈ [−N,N ]2 : pgcd(x, y) = 1

}
|
.

On peut aussi faire la moyenne seulement sur n ∈ Z :

avZW (E ) = lim
N−→∞

∑
n∈[−N,N ]W (En)

2N .

On note BE le produit des polynômes associés aux places en lesquelles la réduction de
E n’est pas I0 ni I∗0 . Quant à ME , c’est le produit des places de réduction multiplicative.
Le résultat principal est le théorème suivant.

Théorème 0.1.13. [15] Soit E une surface elliptique non isotriviale sur Q. On admet les
hypothèses suivantes :
a. la conjecture du crible des facteurs carrés (dans sa version homogène) est vérifiée par

BE ,
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b. la conjecture de Chowla est vérifiée (dans sa version homogène) par ME .
Alors,

1. si E n’a pas de place de réduction multiplicative, on a

avQ(W (Et)) ∈]− 1, 1[;

2. s’il existe une place de réduction multiplicative, on a

avQ(W (Et)) = 0.

En particulier, dans les deux cas, W+ et W− sont infinis.

0.2 Résultats nouveaux

0.2.1 Revue des résultats de Helfgott sur le signe moyen d’une surface
elliptique

Je structure la démonstration du théorème suivant, dû à Helfgott (voir [15], un article
à ce jour non publié) :

Théorème 0.2.1. [15, Thm. 6.6]
Soit E une courbe elliptique sur Q(T ). Pour t ∈ Q, on note t = x

y pour x, y des entiers
premiers entre eux. Alors il existe :

1. S un ensemble fini de places de Q qui contient la place à l’infini ;
2. pour chaque v ∈ S, des fonctions gv : Qv×Qv −→ {−1, 1} localement constantes pour

la topologie v-adique en dehors d’un ensemble fini de droites passant par l’origine ;
et

3. pour chaque p 6∈ S, des fonctions hp : Qp × Qp → {−1, 1} localement constantes
en dehors d’un ensemble fini de droites passant par l’origine telles que hp(x, y) = 1
lorsque p2 - BE (x, y) ;

tels que le signe s’écrit

W (Et) = λ(ME (x, y)) ·
∏
v∈S

gv(x, y)
∏
p6∈S

hp(x, y),

Ce théorème est crucial pour le calcul du signe moyen. En particulier, j’explicite quelles
sont l’ensemble S et les fonctions gv et hp en fonction de l’équation de la surface elliptique
considérée.

De plus, je complète la démonstration du lemme suivant, qui n’avait pas été rédigée
entièrement par Helfgott.

Lemme 0.2.2. Soit E une surface elliptique non isotriviale sans place de réduction de
type Im. On suppose que BE respecte la conjecture du crible des facteurs carrés. Alors

−1 < avQW (Et) < +1.

Je donne également, dans la proposition 4.3.1, les conditions sur une surface elliptique
rationnelle E pour que le théorème 0.1.13 s’applique inconditionnellement. Si on suppose
vérifiée la conjecture de parité, cela implique la densité des points rationnels sur E .
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0.2.2 Surfaces elliptiques non isotriviales

J’étends les résultats de variation du signe de [27] et de [15] à davantage de surfaces
elliptiques non isotriviales. C’est le théorème principal de cette thèse (voir le théorème
5.0.8) :

Théorème 0.2.3. Soit E
π−→ P1 une surface elliptique non isotriviale. Soit ∆ = d ·

P
ordP1∆
1 . . . P

ordPr∆
r la factorisation en facteurs irréductibles sur Q(T ) du discriminant de

ET . On suppose que
1. pour tout Pi de réduction de type II, II∗, IV ou IV ∗, on a

µ3 ⊆ Q[t]/Pi(t);

2. pour tout Pi de type III ou III∗ on a

µ4 ⊆ Q[t]/Pi(t),

3. degME ≤ 3, ou ME , de degré arbitraire, est un produit de formes linéaires,
4. et tout Pi de réduction I∗m vérifie degPi ≤ 6 ;
Alors les ensembles

W±(E ) = {t ∈ Q|W (Et) = ±1}

sont tous deux de cardinalité infinie.

Ce résultat permet d’obtenir un corollaire direct.

Corollaire 0.2.4. Soit E une surface respectant les hypothèses 1 à 4 du théorème 0.2.3.
On suppose vraie la conjecture de parité. Alors l’ensemble des points rationnels de E est
Zariski-dense.

Remarque 9. La condition sur le degré des polynômes dont la réduction est de type I∗m
est là pour assurer qu’il soit possible de contrôler les facteurs carrés de ces polynômes.
Toutefois, contrairement aux résultats antérieurs précités, on ne met pas de telle restriction
sur les autres places. Leurs polynômes associés peuvent être de degré arbitrairement grand
tel que l’illustre l’exemple suivant :

Théorème 0.2.5. Soit Q(T ) ∈ Z[T ] un produit de facteurs irréductibles distincts Qi de
degré inférieur ou égal à 6, et tel que Q(0) 6= 0. On fixe N ∈ N et on définit

P (T ) = 3α2Q(T )2 + β2T 2N ,

où α, b ∈ Z\{0} sont premiers entre eux. Soit la surface elliptique décrite par l’équation

E : y2 = x3 − 27P (T )Q(T )2x− 54βP (T )Q(T )3TN .

On suppose vraie la conjecture de parité.
Alors les points rationnels de E sont denses pour la topologie de Zariski.

Remarque 10. Cette surface respecte les hypothèses du théorème 0.2.3. Par conséquent,
le corollaire 0.2.4 implique la Zariski-densité des points rationnels sur E , si l’on admet la
conjecture de parité.
Remarque 11. Dans cet exemple, on a degP = 2 max(degQ,N). Par conséquent, dès que
N ≥ 4, on ne sait pas en général si P respecte la conjecture du crible des facteurs carrés.
La surface E définie ci-dessus ne vérifie donc pas les hypothèses du théorème 0.1.13 de
Helfgott.
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0.2.3 Combinaison des conjectures SFC et Chowla

Notation 1. Un réseau est un ensemble de la forme

A = {(ax+ by, cx+ dy) ∈ Z2| (x, y) ∈ Z2}

où a, b, c, d ∈ Z et ad− bc 6= 0.
On note A(X) := {(m,n) ∈ A | |(m,n)| ≤ X} et A(X) := ]A(X).

La démonstration du théorème 0.2.3 utilise le théorème suivant, dont la démonstration
ne semble pas se trouver dans la littérature :

Théorème 0.2.6. Soit f ∈ Z[X,Y ] polynôme homogène à coefficients entiers, sans fac-
teurs carrés. Supposons la conjecture du crible des facteurs carrés et la conjecture de
Chowla vraies pour f , alors l’estimation suivante vaut pour tout réseau A′, où ε = ±1 :

]

{
(m,n) ∈ A′(X) | f(m,n)

df,A′
est sans facteur carré et λ(f(m,n)) = ε

}
= cf,A′

2 A′(X)+o(A′(X)).

(3)

Remarque 12. L’énonce indique une sorte d’indépendance des deux propriétés relatives
aux valeurs d’un polynôme

1. « sans facteur carré »

2. « parité » du nombre de facteurs.

0.2.4 Surfaces elliptiques rationnelles non isotriviales

Je démontre dans plusieurs cas la densité des points rationnels de certaines surfaces
elliptiques rationnelles non isotriviales par des arguments géométriques, en particulier sans
étudier la variation du signe sur les fibres de E et donc sans recours à la conjecture de
parité.

Les résultats suivants traitent davantage de surfaces elliptiques rationnelles que l’article
de Helfgott et ce d’une manière qui ne dépende d’aucune conjecture.

Lemme 0.2.7. Soit E une surface elliptique rationnelle. Si E possède une place rationnelle
de type I∗0 , II∗, III∗, IV ∗ ou I∗m, alors les points rationnels de X sont denses pour la
topologie de Zariski.

En particulier, si E est une surface elliptique non isotriviale sans place de réduction
multiplicative, alors les points rationnels de X sont denses.

Lemme 0.2.8. Soit E , une surface elliptique d’équation de Weierstrass de la forme

y2 = x3 + L2
1L2L3x+ L3

1L
2
2L3,

où L1, L2, L3 ∈ Z[T ] sont des polynômes linéaires. Alors les points rationnels de X sont
Zariski-denses.

Remarque 13. Cette dernière proposition est contenue dans la précédente. Toutefois, la
démonstration utilise des arguments nouveaux et plus simples.
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0.2.5 Surfaces elliptiques rationnelles isotriviales

Les surfaces elliptiques rationnelles isotriviales sont de l’une des formes suivantes
1. y2 = x3+aH(u, v)2x+bH(u, v)3, avec 4a3+27b2 6= 0 (telles que j(T ) ∈ Q\{0, 1728}),

Remarque 14. Une surface de cette forme est birationnelle à

H(u, v)y2 = x3 + ax+ b.

2. y2 = x3 +A(u, v)x (telles que j(T ) = 1728),
3. y2 = x3 +B(u, v) (telles que j(T ) = 0)

où A, B, et H sont des polynômes homogènes de degré respectivement 4, 6 et 2.
On peut supposer également dans les équations précédentes que H n’est pas un carré,

A n’est pas un bicarré et que B n’est pas une puissance sixième. En effet, cela équivaut à
éviter le cas trivial où il existe une courbe E0 telle que

E = E0 × P1,

car alors
1. le signe est automatiquement constant,
2. si E0(Q) est fini, alors E (Q) n’est pas dense.
Dans chaque cas, j’obtiens des résultats intéressants sur la densité des points rationnels

ou sur la variation du signe. Dans un premier temps, je démontre la densité sur certaines
de ces surfaces par des arguments géométriques :

Théorème 0.2.9. Soit X une surface elliptique rationnelle d’équation

X : H(u, v)w2 = z3 + az + b,

où H(u, v) est un polynôme homogène de degré 2 qui n’est pas un carré et a, b ∈ Z\{0}.
Alors la surface est unirationnelle sur Q. En particulier, ses points rationnels sont

denses pour la densité de Zariski.

Remarque 15. Ce résultat est démontré par Rohrlich [38, Theorème 3] sous l’hypothèse a
priori restrictive qu’il existe une fibre de rang non nul. Cette hypothèse est enlevée ici.

On démontre grâce à divers arguments le théorème suivant. Pour ce faire, on exhibe
une section sur E qui est d’ordre infini pour une infinité de fibres dans certains cas et
d’ordre 2 dans les autres.

Théorème 0.2.10. Soit X une surface elliptique rationnelle d’équation de Weierstrass

X : w2 = z3 +A(T, 1)z,

où A(u, v) ∈ Z[u, v] est un polynôme homogène de degré 4 à coefficients entiers.
Alors, les points rationnels de E sont denses pour la topologie de Zariski.

Le cas le plus délicat est donc le type 3, c’est-à-dire y2 = x3 +B(u, v) que l’on ne sais
pas traiter en général. Remarquons que, contrairement aux deux cas précédents où il y a
des points singuliers, la contraction de la section neutre d’une surface de cette forme donne
lieu à une surface de Del Pezzo de degré 1. Poursuivant les travaux de Varilly-Alvarado
mentionnés plus tôt (théorème 3.2.4), j’étudie la variation du signe de surfaces elliptiques
rationnelles d’équation de la forme :
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y2 = x3 + C(3A2t6 +B2) (4)

Ceci me donne des conditions, données par le théorème 4.2.9, pour les coefficients des
surfaces pour que le signe de leurs fibres soit constant. (Je trouve des exemples de signe
+1 et de signe −1.) Pour les surfaces ne respectant pas ces conditions, le signe varie. La
conjecture de parité implique donc la densité de leur points rationnels.

On étudie aussi la variation du signe sur les surfaces de la forme

y2 = x3 + C(A2t4 +B2)x, (5)

où A,B,C ∈ Z sont tels que pgcd(A,B) = 1. Cette forme correspond à un des cas où le
théorème 0.2.10 ne permet pas de construire explicitement une infinité de fibre de rang
≥ 1. Pour les surfaces de la forme (4), les conditions pour que le signe des fibres soit
constant sur tout t ∈ Q sont données par le théorème 4.2.6.

0.2.6 Variation du signe sur les surfaces elliptiques isotriviales

J’étudie plus généralement la variation du signe sur les surfaces elliptiques isotriviales.
Pour celles-ci on n’impose pas de restriction sur le degré des coefficients de l’équation de
Weierstrass de la surface.

Rappelons que les surfaces elliptiques isotriviales sont celles dont le j-invariant des
fibres est constant. J’obtiens les résultats suivants :

Théorème 0.2.11. Soit E → P1 une surface elliptique isotriviale dont on note Et la fibre
en t.

1. Supposons que la surface est d’équation E : Ty2 = x3 + ax+ b pour a, b ∈ Z− {0}.
Alors

(a) Il existe M entier tel que, pour t ∈ Z− {0} sans facteur carré, le signe W (Et)
ne dépend que de la classe de congruence de t modulo M.

(b) Le signe W (Et) n’est pas constant quand t varie dans Q×.

2. Supposons que la surface est d’équation E : y2 = x3 + T .
Soit t = 2α3βt11t22t33t44t55, où α, β ∈ Z et ti ∈ N i = 1, · · · , 5 sont premiers entre eux,
non divisibles par 2 et 3, et sans facteur carré. Posons τ1 = t1t3t5 et τ2 = t2t4.
Alors on a les conclusions suivantes

(a) Le signe peut s’exprimer sous la forme

W (Et) = −W2(Et)W3(Et)
(−1
τ1

)(τ2
3
)
.

(b) Il existe des entiers M1 et M2 tels que W (Et) est constant pour les t sans
puissance sixième dont la partie τ1 varie dans une classe de congruence modulo
M1 et dont la partie τ2 varie dans une classe de congruence modulo M2.

(c) Il existe des (doubles) classes de t pour lesquelles W (Et) = +1, et d’autres
classes pour lesquelles W (Et) = −1.

3. Supposons que la surface est d’équation E : y2 = x3 + Tx.
Soit t = 2α3βt11t22t33, avec α, β ∈ Z et les ti premiers entre eux, non divisibles par 2
et 3, et sans facteur carré. On pose τ1 = t1t3.
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(a) Alors le signe peut s’écrire

W (Et) = −W2(Et)W3(Et)
(−2
τ1

)(−1
t2

)
.

(b) Il existe des entiersM1 etM2 tels queW (Et) est constant, pour t sans puissance
quatrième dont la partie τ1 varie dans une classe de congruence modulo M1 et
dont la partie t2 varie dans une classe de congruence modulo M2.

(c) Il existe des (doubles) classes de t pour lesquelles W (Et) = +1, et d’autres
classes pour lesquelles W (Et) = −1.

Remarque 16. Ce résultat complète le théorème de Rohrlich cité précédemment (Théorème
0.1.6). En effet, ce dernier ne permet pas de conclusion directe sur la constance du signe
dans le cas où E1 n’est pas de bonne réduction sur Qab et f(t) < 0 (ou > 0). De plus,
il ne dit rien sur les cas où la surface elliptique considérée a pour fonction du j-invariant
j(T ) = 0 ou 1728.
Remarque 17. Birch et Stephens [?] démontrent des formules pour le signe de y2 = x3−Dx,
et pour celui de z3 = x3+A (qui peut être ramené à l’équation y2 = x3−432A2). Liverance
[26] complète ces résultats en donnant une formule pour le signe de y2 = x3 +D en général.

Les formules données en 2a et en 3a sont d’une nature légèrement différente de celles
de ces deux articles, notamment parce qu’elles séparent les nombres premiers p ≥ 5 selon
si leur carré divise ou ne divise pas t. En ce sens, nos formules se rapproche plutôt de celles
de Várilly-Alvarado [51, Prop. 4.4 et 4.8].

0.2.7 Organisation du texte

Dans le premier chapitre, nous rappellerons les notions qui seront utilisées dans cette
thèse : les courbes elliptiques (type de réduction en une place de Q, point de torsion, signe
de l’équation fonctionnelle et conjecture de parité), les surfaces elliptiques (correspondance
entre les surfaces elliptiques rationnelles lisses et les surfaces de Del Pezzo de degré 1,
utilisation de la conjecture de parité sur les fibres de la surface pour démontrer la densité
des points rationnels) et finalement les conjectures de théorie analytique des nombres
(conjecture du crible des facteurs carrés, conjecture de Chowla, la liste des cas où elles
sont démontrées et la démonstration du théorème 0.2.6).

Dans le second chapitre, nous reprendrons l’article non publié de Helfgott [15] dont
nous structurons et complétons le théorème 0.1.13.

Le troisième chapitre sera consacré à la variation du signe sur les familles de tordues
de courbes elliptiques. Nous démontrerons le théorème 0.2.11.

Nous étudierons les surfaces elliptiques rationnelles dans le quatrième chapitre, qui
sera divisé en trois parties. La première est un rappel sur les surfaces de Del Pezzo de
degré 1. Dans la second partie, nous traiterons de la densité des points rationnels sur les
surfaces elliptiques rationnelles isotriviales. Nous présenterons des arguments géométriques
démontrant la densité des points rationnels sur celles dont la surface elliptique associée
est telle que j(T ) = 1728 (le théorème 0.2.10) ou l’unirationnalité si j(T ) ∈ Q/{0, 1728}
(le théorème 0.2.9). Nous déterminerons sous quelles conditions le signe des fibres de la
surface elliptique associée est constant, dans les cas où une démonstration plus directe
n’est pas connue. On déterminera ainsi des conditions sur les coefficients d’une surface
de Del Pezzo d’équations dans P(1, 1, 2, 3) : w2 = z3 + Au6 + Bv6, (théorème 4.2.6) et
w2 = z3 + C(A2u4 + B2v4)z (théorème 4.2.9) pour que le signe de celle-ci soit constant.
La troisième partie s’intéressera aux surfaces elliptiques rationnelles non isotriviales. Dans
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un premier temps, on démontrera les lemmes 0.2.7 et 0.2.8 qui donnent la densité des
points rationnels sur certaines de ces surfaces avec des arguments géométriques inédits.
Nous ferons ensuite dans la proposition 4.3.1 une classification des surfaces elliptiques
rationnelles non isotriviales et cerneront lesquelles sont traitées inconditionnellement par
les résultats de Helfgott.

Dans le cinquième chapitre, nous démontrons le théorème 0.2.3. Ce théorème s’applique
à des surfaces elliptiques qui ne sont pas incluses dans des travaux de nos prédécesseurs,
par exemple celles construites dans le théorème 0.2.5.



1

Notions préliminaires

1.1 Courbes elliptiques
Définition 3. Une courbe elliptique E sur un corps k est une courbe projective lisse de
genre 1 munie d’un point marqué O.

Chacune de ces courbes peut être représentée comme le lieu dans P2 d’une équation
cubique avec un point sur la ligne à l’infini, le point marqué. Une courbe elliptique admet
une équation dite de Weierstrass de la forme

E : y2 + a1xy + a3y = x3a2x
2 + a4x+ a6, (1.1)

où a1, a2, a3, a4, a6 ∈ Z. Celle-ci est écrite sous forme affine pour alléger la notation, il faut
donc se rappeler d’ajouter le point [0, 1, 0] à l’infini.
Remarque 18. Lorsque la caractéristique du corps n’est pas 2 ou 3, on peut simplifier
l’équation de Weierstrass.

D’abord, on fait la substitution y 7→ 1
2(y − a1x− a3) pour obtenir une équation de la

forme
y2 = 4x3 + b2x

2 + 2b4x+ b6,

où b2 = a2
1 + 4a2, b4 = 2a4 + a1a3 et b6 = a2

3 + 4a6.
Avec le second changement de variable (x, y) 7→ (x−3b2

36 , y
108), on obtient une équation

de la forme
E : y2 = x3 − 27c4x− 54c6, (1.2)

où c4 = b22 − 4b4, et c6 = −b32 + 36b2b4 − 216.

Définition 4. Le discriminant d’une équation de Weierstrass est l’entier

∆ = c3
4 − c2

6
1728 ,

et son j-invariant est

j = c3
4

∆ .

L’homogénéisée d’une équation de la forme (1.1) définit une courbe C dans P2 avec un
point à l’infini O = [0; 1; 0].

Cette courbe définit une courbe lisse si et seulement si le discriminant est non nul.
Dans ce cas, on dit que C est non singulière.

Si ∆ = 0 et c4 6= 0, on dit que C a une node.
Si ∆ = 0 et c4 = 0, on dit que C a une pointe
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Notation 2. Soit E une courbe elliptique sur k et k ⊂ K une extention de corps.
On note E(K) = {[x; y; 1] (x, y) solution de E dans AK

2}∪ [0; 1; 0] et on l’appelle l’en-
semble des points K-rationnels de E ou encore le groupe de Mordell-Weil (on verra dans
la suite qu’il s’agit bien d’un groupe).

Cette définition a aussi un sens pour les courbes de genre 1 qui sont singulières.

Définition 5. On appellera tordue (ou twist) d’une courbe elliptique, une courbe qui lui
est isomorphe sur Q.

Proposition 1.1.1. Deux courbes elliptiques sont isomorphes sur Q si et seulement si
elles ont le même j − invariant. De plus, soit j0 ∈ Q, il existe une courbe elliptique
définie sur Q dont le j-invariant est égal à j0.

Définition 6. Soit E une courbe elliptique sur k. Une équation de Weierstrass pour E
de la forme (1.1) est minimal si les coefficients a1, a2, a3, a4, a6 sont k-entiers et si ∆ le
discriminant est minimal parmi les discriminants des équations de Weierstrass associés à
cette courbe.

Remarque 19. Soit p, un nombre premier. Si k = Q, une équation de Weierstrass est p-
minimale si le discriminant est de valuation p-adique minimale. Par conséquent, l’équation
est minimale si elle est p-minimale pour tout p.

De plus, pour tout courbe elliptique, on peut trouver un représentant minimal de
l’équation de Weierstrass, c’est-à-dire que pour tout p, on a p4 - c4 ou p6 - c6.

1.1.1 Loi de groupe

Soit E une courbe elliptique sur Q donnée par une équation de Weierstrass. Soit L
une droite dans P2. Étant donné que E est définie par une équation de degré 3, par le
théorème de Bezout [14, I.7.8], la droite L coupe E en exactement 3 points ; nommons les
P,Q,R. Ceux-ci peuvent ne pas être distincts, par exemple si L est tangente à E.

On définit la loi de composition ⊕ entre deux points P,Q ∈ E de la manière usuelle,
que l’on peut retrouver dans [47, III.2].

Définition 7. Soient P,Q ∈ E et soit L, la droite reliant P et Q (ou si P = Q, la droite
tangente à E en ce point). Soit aussi R, le troisième point d’intersection de L avec E.
Soit L′ la droite reliant R et O, le point marqué de E. Alors L′ coupe E en R,O, et un
troisième point. On note ce troisième point P ⊕Q.

Cette loi se visualise comme sur la figure 1.1.

Théorème 1.1.2. (Mordell-Weil)
Soit E, une courbe elliptique sur un corps de nombres k.
Alors E(k) muni de ⊕ la loi de composition définie précédemment est un groupe abélien

de type fini :
E(k) ' E(k)tor ⊕ Zr,

où E(k)tor est le groupe fini des points de torsion (appelé sous-groupe de torsion) et r ∈ N
est un entier positif ou nul appelé le rang de E.

Dans la section suivante, on verra quelques résultats permettant de calculer le sous-
groupe de torsion de E. Toutefois, si on sait comment calculer ce dernier, il n’en est pas
de même pour le rang de E. Il n’existe pas de méthode générale pour le calculer.

Pour cette raison, nous utilisons en remplacement, dans cette thèse, le signe de l’équa-
tion fonctionnelle (présenté en section 1.1.5), une valeur parmi {−1, 1} conjecturellement
reliée à la parité du rang.
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P

Q

R

P⊕Q

L

L'

Figure 1.1 – Loi de groupe sur une courbe elliptique

1.1.2 Points de torsion

Soit E une courbe elliptique sur Q.
Le théorème de Mordell-Weil implique que le groupe des points de torsion rationnels

sur E est fini. Le théorème suivant donne des conditions pour qu’un point sur E soit de
torsion. Ce résultat a été démontré de façon indépendante par Lutz et Nagell, et on le
retrouve dans [47, p.240].

Proposition 1.1.3. Soit E/Q une courbe elliptique d’équation de Weierstrass y2 = x3 +
Ax+B, où A,B ∈ Z.

Supposons que P ∈ E(Q) est un point de torsion différent du point à l’infini.

1. x(P ), y(P ) ∈ Z.

2. On a ou bien [2]P = O ou bien x([2]P ) ∈ Z et y(P )2 divise ∆ = 4A3 − 27B2.

Si l’on souhaite borner la torsion de E, la façon la plus rapide est de choisir un certain
nombre de places v en lesquelles E est de bonne réduction et d’utiliser l’injection de la
proposition suivante que l’on retrouve dans [47, VII.3] :

Proposition 1.1.4. Soit E une courbe elliptique sur Q et soit p un nombre premier
et m ≥ 1 un entier premier à p. Si la courbe réduite Ẽ/Qp est non singulière, alors
l’application réduction

E(Q)[m]→ Ẽ(Qp)

est injective, où E(Q)[m] dénote l’ensemble des points d’ordre m dans E(K).

De plus, on a le théorème suivant, qui caractérise pour de bon les formes que peuvent
avoir le groupe E(Q)tor :

Théorème 1.1.5. [30],[31] Soit E une courbe elliptique sur Q. Alors le sous-groupe de
torsion E(Q)tor de E(Q) est isomorphe à l’un des quinze groupes suivants :

Z/NZ où 1 ≤ N ≤ 10 ou N = 12,
Z/2Z× Z/2NZ où 1 ≤ N ≤ 4.
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1.1.3 Changement de modèle : le cas d’une quartique

On rappelle ici ce qui est expliqué dans le livre de Cassels [2].
Soit la courbe D représentée par l’équation

Y 2 = f(X)
où f(X) est un polynôme de degré 4 munie d’un point rationnel. Comme D est une courbe
de genre 1, c’est une courbe elliptique si elle possède un point rationnel. Soit (a, b), le point
rationnel de D et supposons que (a, b) ∈ D(Q).

Nous verrons dans cette section le changement de variable permettant de passer d’une
telle équation à une équation de Weierstrass.

Quitte à effectuer le changement de variables

X 7→ 1
X − a

, Y 7→ Y

(X − a)2 ,

on peut supposer que le point rationnel est à l’infini :
Y 2 = f0 + f1T + f2T

2 + f3T
3 + f4T

4,

où f4 est un carré.
Quitte à diviser par f4 et à imposer le changement de variable Y 7→ Y√

f4
, on peut

supposer que f4 = 1.
Par conséquent, on peut écrire le côté droit de l’équation sous la forme suivante :

G(T )2 +H(T ),
où

G(T ) = T 2 + g1T + g0

H(T ) = h1T + h0,

et où les gj et les hj sont donnés en termes des fj . Explicitement, on a

g0 = 4f2 − f2
3

8 , g1 = f3
2 , h0 = f0 − (4f2 − f2

3
8 )2, h1 = f1 −

f3
2 (f2 −

f2
3
4 ).

L’équation de la courbe s’écrit
(Y +G(T ))(Y −G(T )) = H(T ). (1.3)

On pose Y +G(T ) = R′, de façon à ce que

Y −G(T ) = H(T )
R′

et que
2G(T ) = R′ − H(T )

R′
.

On pose de plus T = S′

R′ .

2(S
′2

R′2
+ g1

S′

R′
+ g0) = R′ − h1

S′

R′2
− h0
R′
. (1.4)

En multipliant l’équation (1.3) par R′, on obtient
2S′2 + 2g1R

′S′ + 2g0R
′2 = R′3 − h1S

′ − h0R
′. (1.5)

Finalement, on procède au changement de variable (R′, S′) = (2R, 2S) pour obtenir
l’équation de Weierstrass générale suivante pour Cx.

Cx : S2 + g1RS + h1
4 S = R3 − g0R

2 − h0
4 R, (1.6)
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1.1.4 Types de réduction, symbole de Kodaira

Soit E une courbe elliptique sur un corps Q et v une place de Q. On classifie E selon
les possibilités suivantes.

Définition 8. Soit E/Q une courbe elliptique et une équation de Weierstrass minimale
dont les coefficients c4 et c6 sont entiers, et soit Ẽ la réduction de cette équation modulo
une place de Q. On dira que :

(a) E est de bonne réduction si Ẽ est non singulière (p - ∆).
(b) E est de réduction multiplicative si Ẽ a une node (p | ∆ et p - c4). On dit qu’elle est :

i) déployée (split) si −c6 est un carré modulo p,
ii) non déployé (non-split) sinon.

(c) E est de réduction additive si Ẽ a une pointe (p | ∆ et p | c4).

Dans les cas (b) et (c), on dit que E a mauvaise réduction.

Ces notions ne sont pas assez précises pour ce qui suivra. Aussi introduit-on les sym-
boles de Kodaira associés aux réductions de courbes elliptiques. (voir [47] Appendice C,
Tableau 15.1)

Soit p un nombre premier différent de 2 ou 3. Nous avons les correspondances suivantes :
Réduction multiplicative

— la réduction de E en p est de type Im si et seulement si p - c4, p | ∆ et m =ord∆ =
−ordj ;

Réduction additive potentiellement multiplicative
— de type I∗m si et seulement si p | c4, p | ∆, −ordj= m et ord∆ = m+ 6 ;

Réduction additive potentiellement bonne
— de type II si et seulement si p | c4, ordp∆ = 2 ;
— de type III si et seulement si p | c4, ordp∆ = 3 ;
— de type IV si et seulement si p | c4, ordp∆ = 4 ;
— de type I∗o si et seulement si p | c4, ordp∆ = 6 ;
— de type IV ∗ si et seulement si p | c4, ordp∆ = 8 ;
— de type III∗ si et seulement si p | c4, ordp∆ = 9 ;
— de type II∗ si et seulement si p | c4, ordp∆ = 10 ;

Bonne réduction
— de type Io si p - ∆.
Les tables de Halberstadt [13] et de Rizzo [37] décrivent les comportement des réduc-

tions locales en 2 et en 3.

1.1.5 Signe de l’équation fonctionnelle de la fonction L

La fonction-L d’une courbe elliptique est une fonction qui recense des informations sur
le type de réduction de la courbe modulo chaque nombre premier.

Soit E/Q une courbe elliptique et soit v une place de Q pour laquelle on note qv = ]kv,
la norme de l’idéal premier correspondant à v, et av = qv + 1− ]Ẽv(kv). On définit

Lv(T ) =


1− avT + qvT

2 si E a bonne réduction en v,
1− T si E est de réduction Im déployée en v,
1 + T si E est de réduction Im non déployée en v,
1 si E est de réduction additive en v.
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Définition 9. La fonction-L associée à E/Q est définie par le produit eulérien

L(E, s) =
∏
p

Lp(q−sp )−1.

Le produit définissant L(E, s) converge et donne une fonction analytique pour tout
<(s) > 3

2 .
Soit E une courbe elliptique sur Q. Grâce aux travaux de Wiles [52], on sait que la

fonction L(E, s) associée à cette courbe elliptique admet un prolongement analytique et
une équation fonctionnelle de la forme

N
(2−s)/2
E (2π)s−2Γ(2− s)L(E, 2− s) = W (E)N s/2

E (2π)−sΓ(s)L(E, s),

où NE est le conducteur de E et la constante W (E) ∈ {±1} est appelée le signe de cette
équation fonctionnelle.

Le comportement du signe d’une courbe elliptique a été beaucoup étudié, principale-
ment dans les articles [38] et [39] de Rohrlich.

Le signe peut s’exprimer comme un produit de facteurs locaux

W (E) =
∏
p≤∞

Wp(E), (1.7)

où p parcourt les nombres premiers rationnels et l’infini, Wp(E) ∈ {±1} et Wp(E) = +1
pour tout p sauf un nombre fini. Le signe local Wp(E) en p de E est défini en terme
des facteurs epsilon de représentations de Weil-Deligne de Qp (voir [6] et [49] pour une
définition de ces facteurs locaux). Si p est un premier de bonne réduction pour E, alors
Wp(E) = +1 et de plus, W∞(E) = −1 (selon [38]).

L’étude du signe de l’équation fonctionnelle est reliée à l’étude du rang de la courbe
elliptique par la conjecture de parité.

Conjecture 1.1.6. (Conjecture de parité)
Soit E une courbe elliptique. On a

W (E) = (−1)rang(E). (1.8)

Cet énoncé est une version affaiblie de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer. En
effet, si ran = ords−1L(E, s) et r = rang(E(K)) alors la conjecture de BSD prédit, entre
autre, que ran = r. Or, sur Q, on a W (E) = (−1)ran . La conjecture de parité équivaut
donc à

ran ≡ r mod 2

En particulier, une courbe de signe négatif serait de rang impair (et donc non-nul).

1.1.6 Cas connus où la conjecture de parité est vérifiée

Dans le survol de Darmon [5] sur la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, les théo-
rème 4.1 et 4.4 consistuent les cas connus où la conjecture de parité sont vérifiés. Ceux-ci
découlent des travaux de Kolyvagin, Rubin, Gross, Zagier et plusieurs autres.

Théorème 1.1.7. Soit une courbe elliptique E telle que le rang analytique de E est ≤ 1
(c’est à dire que L(E, 1) ou L′(E, 1) 6= 0). On a les résultats suivants :

1. Si L(E, 1) 6= 0, alors rgE(Q) = 0 (et W (E) = +1).
2. Si L(E, 1) = 0 et L′(E, 1) 6= 0, alors rgE(Q) = +1 (et W (E) = −1).



1.1. COURBES ELLIPTIQUES 37

Soit E une courbe elliptique sur k. L’étude de son groupe de Mordell-Weil est souvent
ramenée à celle des suites exactes

0→ E(k)/mE(k)→ S(m)(E/k)→X(E/k)[m]→ 0,

où S(m)(E/k) sont les m-groupes de Selmer associés à E/k et X(E/k) est le groupe de
Tate-Shafarevich de E/k. Pour plus d’explications sur ces groupes, consulter [47, pp.331-
341]. Nous donnons la définition formelle de ce dernier.

Définition 10. Soit E une courbe elliptique sur k. Le groupe de Tate-Shafarevitch de E
est le groupe

X(E) :=
⋂
v

ker{H1(Gk, A(k))→ H1(Gv, A(kv))},

où v parcourt toutes les places de k.

Les travaux de Nekovář [34], Dokchitser et Dokchitser [7] montrent que

Théorème 1.1.8. Soit une courbe elliptique E sur k. On suppose que X le groupe de
Tate-Shafarevitch de E est fini.

Alors la conjecture de parité est vérifiée sur E, c’est-à-dire que

W (E) = (−1)rang(E).

1.1.7 Le signe local selon le type de réduction

Nous présentons dans cette section les principales propriétés connues pour les signes
locaux d’une courbe elliptique.

Proposition 1.1.9. [38, Prop. 2 v)]
Soit p un nombre premier de Q différent de 2 et 3. Soit E une courbe elliptique sur Q

que l’on écrit sous forme de Weierstrass

E : y2 = x3 − 27c4x− 54c6.

Alors le signe local en p est

Wp(E) =



1 si la réduction de E en p est de type I0;
(−1/p) si la réduction est de type II, II∗, I∗m ou I∗0 ;
(−2/p) si la réduction est de type III ou III∗;
(−3/p) si la réduction est de type IV ou IV ∗ ;
−(−c6/p) si la réduction est de type Im;

Pour p = 2, 3, on se réfère aux tableaux d’Halberstadt [13] ou de Rizzo [37].

Proposition 1.1.10. [38, Prop. 1]
Soit K un corps de nombres et E une courbe elliptique sur K. Soit v une place à

l’infini de K. Alors
Wv(E) = −1.



38 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

1.2 Surfaces algébriques

1.2.1 Surfaces elliptiques

Définition 11. Soit C une courbe projective non-singulière sur un corps k. Une surface
elliptique sur C est la donnée :

i) d’une surface E , c’est-à-dire une variété projective de dimension 2 ;
ii) d’un morphisme π : E → C tel pour que toutes les fibres Et = π−1(t) sauf un

nombre fini sont les courbes non singulières de genre 1 ;
iii) d’une section à π, σ : C → E .

Remarque 20. Dorénavant, sauf précision, une surface elliptique sera de base P1 et définie
sur Q.

La plupart des auteurs définissent une surface elliptique comme satisfaisant les proprié-
tés i) et ii), sans imposer l’existence d’une section. Toutefois, l’existence d’une section est
très pratique car chaque fibre non singulière sauf un nombre fini est une courbe elliptique.

Une surface elliptique E peut donc être vue comme une famille de courbes elliptiques.
Quitte à remanier cette famille, nous pouvons décrire E sous forme de Weierstrass, c’est-
à-dire que E est décrite par l’équation

y2 = x3 +A(T )x+B(T ), (1.9)

où A(T ), B(T ) ∈ Q(T ) sont des fonctions rationnelles.
Pour presque tout t ∈ P1, la fibre de E en t est la courbe elliptique définie par l’équation

(1.9) évaluée en t :
Et : y2 = x3 +A(t)x+B(t).

On peut définir E par le sous-ensemble de P2 × P1 suivant :{
([X,Y, Z], t) ∈ P2 × P1 : A ou B a un pôle en t, ou Y 2Z = X3 +A(t)XZ2 +B(t)Z3

}
Définition 12. Soit E une surface elliptique et une forme de Weierstrass

y2 = x3 +A(T )x+B(T ).

On appelle la fibre générique de E la courbe elliptique sur Q(T ), notée ET qui est le lieu
des solutions de l’homogénéisée de cette équation.

Nous exclurons de notre étude les surfaces elliptiques triviales, c’est-à-dire celles qui
sont isomorphes à un produit E×C d’une courbe elliptique E avec une courbe projective
lisse C.

1.2.2 Densité des points rationnels sur une surface elliptique

Proposition 1.2.1. Soit E une surface elliptique dotée de la section π. Si, pour une
infinité de t ∈ P(Q), la fibre Et de π est une courbe elliptique de rang de Mordell-Weil
positif, E aura un ensemble dense de points rationnels.

Démonstration. Supposons que

#{t ∈ P1(Q) | rgEt(Q) > 0} =∞.

Nommons E l’adhérence de E (Q). E est le plus petit fermé contenant tous les points
rationnels de la surface E . Pour la topologie de Zariski, les fermés d’une variété projec-
tive sont les ensembles algébriques projectifs, c’est-à-dire l’ensemble des zéros dans Pn
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d’un idéal homogène de k[x0, ..., xn]. Notons également que les fibres Et, en tant qu’image
réciproque de fermés ({t} est bien un fermé de P1) par des applications continues, sont
également des fermés de E .

Remarquons que l’adhérence des points rationnels sur une fibre Et dont le rang de
Mordell-Weil est positif est la fibre en entier. En effet, les fermés d’une variété algébrique
de dimension 1 sont les ensembles finis de points ou la fibre entière. L’ensemble des points
rationnels étant de cardinalité infinie, le seul fermé assez grand pour le contenir est la fibre
en entier.

On sait donc que l’adhérence de E (Q) contient une infinité de courbes elliptiques, qui
correspondent à l’infinité de fibres de rang positif. Le seul fermé capable de contenir toutes
ces courbes est la surface elliptique entière.

Puisque son adhérence est E , E (Q) est dense pour la topologie de Zariski.

Remarque 21. La réciproque de ce théorème est vraie. On ne l’utilisera cependant pas
dans ce travail.

On considère les ensembles

W+(E ) = {t ∈ Q|W (E (t)) = +1},

W−(E ) = {t ∈ Q|W (E (t)) = −1}.

Corollaire 1.2.2. On suppose vraie la conjecture de parité.
Si l’ensemble W− est de cardinalité infinie alors les points rationnels de E sont denses

pour la topologie de Zariski.

1.2.3 Modèle de Weierstrass minimal d’une surface elliptique

Soit une surface elliptique d’équation de Weierstrass y2 = x3 + c4(T )x + c6(T ) telle
que v(c4) ≥ 4 et v(c6) ≥ 6 en une certaine place v associée à s ∈ Q(T ).

On peut appliquer le changement de variables

x 7→ s−2x, y 7→ s−3y

pour obtenir une équation isomorphe à coefficients entiers et dont la valuation du discri-
minant est diminuée de 12.

Ce procédé, appelé minimalisation, peut se faire uniquement un nombre fini de fois et
l’équation résultante est appelée l’équation de Weierstrass minimale en v.

À toute surface elliptique, on pourra associer un modèle de Weierstrass minimal, c’est-
à-dire une équation de Weierstrass minimale en toute place. En terme de coefficients, un
modèle de Weierstrass minimal est caractérisé par

v(c4(T )) < 4 ou v(c6(T )) < 6 en toute place finie de P1.

Dans le cas de la place à l’infini, on introduit le paramètre u = 1
t et l’équation minimale

en u = 0
y2 = x3 + u4nA( 1

u
)x+ u6nB( 1

u
),

dont le discriminant est ∆̃o(u) = u12n∆o( 1
u), où n est le plus petit entier tel que 4n ≥ degA

et 6n ≥ degB.
Pour résumer cela, on introduit ∆E (T,U) tel que ∆E (t, 1) = ∆o(t) et ∆E (1, u) = ∆̃o(u).

Cette fonction est un polynôme homogène de degré 12n pour un certain n et telle que pour
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tout P polynôme irréductible, P 4 - c4 ou P 6 - c6. L’entier κ indiqué ci-dessous sera appelé
la dimension de Kodaira de E .

n = 0 surface triviale (E = E0 × P1)
n = 1 surface elliptique rationnelle (⇔ degA ≤ 4 et degB ≤ 6) κ = −∞
n = 2 surface K3, κ = 0,
n > 2 surface elliptique « de type général » κ = 1.

Nous nous intéresserons en particulier aux surface elliptiques rationnelles aux quelles
nous reviendrons en section 1.2.7. Auparavant, nous présenterons des notions importantes
de l’étude des surfaces elliptiques : la classification des fibres singulières en section 1.2.4,
la relation du rang de Shioda-Tate en 1.2.5 et l’isotrivialité en 1.2.6.

1.2.4 Classification des fibres singulières

Dans cette section, nous discutons de la classification des fibres singulières d’une surface
elliptique. Celle-ci a été donnée pour la première fois par Kodaira [20] dans le cadre des
surfaces elliptiques complexes, puis étudié par Néron [35] qui a trouvé une façon canonique
de déterminer les fibres singulières, et Tate [48] qui donne un algorithme simplifié qui est
valide sur les corps parfaits.

Théorème 1.2.3. ([20], [35]) Soit ET une courbe elliptique sur Q(T ) et soit C : y2 =
z3 + c4(T )x + c6(T ) un modèle de Weierstrass minimal pour ET . Alors CP l’équation
obtenue de C par la réduction de c4(T ) et c6(T )en P associée à une place de Q(T ) a une
des formes suivantes :

ordwpj(T ) ordwp∆(T ) P (T ) | c4(T ) ?
Type I0 0 0
Type Im −m m non
Type I∗m −m m+ 6 oui
Type II 0 2 oui
Type III 0 3 oui
Type IV 0 4 oui
Type I∗0 0 6 oui
Type IV ∗ 0 8 oui
Type III∗ 0 9 oui
Type II∗ 0 10 oui

1.2.5 Relation fondamentale du rang de Shioda-Tate

Soit E → C une surface elliptique minimale de base C sur Q, et soit E/Q(T ) sa fibre
générique.

Le groupe de Néron-Séveri de E , que l’on note NS(E ) est le quotient du groupe de ses
diviseurs par une certaine relation d’équivalence. On renvoie à [14, Exercice V.A.7] pour
la définition de cette relation d’équivalence.

On peut démontrer que NS(E ) est un groupe finiment engendré et que le couplage de
l’intersection sur Div(E ) donne un couplage bien défini sur NS(E ).

Shioda [44] a montré comment trouver des générateurs pour NS(E ) en utilisant les
générateurs de E(K) et des fibres de E . En particulier, il démontre la relation fondamentale
du rang [44, Corollaire 1.5] :

rgNS(EQ) = rgE(Q(T )) + 2 +
∑
v∈C

(mv − 1),

où mv est le nombre de composantes irréductibles de la fibre Ev
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Explicitement, ce nombre est

mv =



1 si la réduction en v est I0

n si la réduction en v est In (n ≥ 1)
5 + n si la réduction en v est I∗n (n ≥ 0)
1 si la réduction en v est II
2 si la réduction en v est III
3 si la réduction en v est IV
7 si la réduction en v est IV ∗

8 si la réduction en v est III∗

9 si la réduction en v est II∗

Notons que rgNS(EQ) = 10 lorsque E est rationnelle. Par conséquent, on obtient
l’inégalité :

rgE (Q(T )) ≤ rgE (Q(T )) = 8−
∑
v∈P1

(mv − 1).

1.2.6 Surfaces isotriviales

Définition 13. Une surface elliptique triviale est une surface qui est birationnelle à un
produit de la forme P1 × E0 où E0 est une courbe elliptique.

Une surface elliptique isotriviale est E , une surface elliptique de base B, telle qu’il
existe une courbe C telle que E ×B C est une surface elliptique triviale de base C.

E

π
��

E ×B Coo

��
B C

π′oo

L’isotrivialité équivaut à une condition très importante sur le j-invariant, une quantité
associée à une courbe elliptique présentée dans la définition 4

Théorème 1.2.4. Une surface elliptique E → B est isotriviale si et seulement si sa
fonction j : B → P1 qui à t ∈ B associe le j-invariant de la fibre Et est constante.

Par conséquent, une surface elliptique isotriviale de base P1 admet une courbe elliptique
Eo sur Q telle que E est une famille de tordues de Eo. Elle peut être décrite par une des
trois formes suivantes :

1. y2 = x3 + af(T )2x+ bf(T )3, où f(T ) est un polynôme sans facteur carré et ab 6= 0,
(si j(T ) ∈ Q\{0, 1728})

2. y2 = x3 + f(T )x, f(T ) est sans facteur de degré 4, (si j(T ) = 1728.)
3. y2 = x3 + f(T ), f(T ) est sans facteur de degré 6. (si j(T ) = 0.)

Remarque 22. La restriction sur les facteurs de f(T ) sert à garantir que le modèle de
Weierstrass de E est minimal.
Remarque 23. En effectuant le changement de variable y′ = y

f(t)2 x
′ = x

f(t) , on obtient la
représentation du cas 1 sous la forme

f(t)y′2 = x′3 + ax′ + b.
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Remarque 24. La raison pour laquelle on fait la distinction entre les cas 1, 3 et 2 est que
les tordues d’une courbe elliptique sont paramétrées par H1(GQ, Aut(E)).

1. Lorsque j ∈ Q \ {0, 1728}, on a Aut(E) = Z/2Z,
2. lorsque j = 0, on a Aut(E) = Z/6Z et
3. lorsque j = 1728, on a Aut(E) = Z/4Z.

Remarque 25. Dans chaque cas, les fibres singulières ont la configuration suivante :
1. Toute fibre singulière est de type I∗0 .
2. Toute fibre singulière est de type III ou III∗.
3. Toute fibre singulière est de type II, II∗, IV ou IV ∗

1.2.7 Surfaces elliptiques rationnelles

Soit E → P1 une surface elliptique sur Q qui s’écrit avec l’équation de Weierstrass

E : y2 = x3 +A(T )x+B(T ),

où A,B ∈ Z[T ]. Le discriminant est noté ∆(T ) = 4A(T )3 + 27B(T )2.

Proposition 1.2.5. (Critère de rationnalité [33]) Une surface elliptique est rationnelle,
c’est à dire qu’elle est birationnelle à P2 sur Q, si et seulement si

0 < max{3 degA, 2 degB} ≤ 12

Une conséquence du critère de rationnalité est qu’une surface rationnelle s’écrit :

y2 = x3 +A(u, v)x+B(u, v),

où A(u, v) = v4A
(
u
v

)
et B(u, v) = v6 (u

v

)
sont des polynômes homogènes de degré respec-

tivement 4 et 6.
On peut voir (1.2.7) comme l’équation d’une hypersurface dans P(1, 1, 2, 3).

Théorème 1.2.6. [19, Théorème 1]
Soit E → B, une surface elliptique rationnelle, c’est-à-dire que E est Q̄-birationnel à

P2.
Alors
1. B ' P1,
2. elle possède un modèle minimal X/Q qui est :

(a) soit un fibré en coniques de degré ≥ 1,
(b) soit une surface de Del Pezzo de degré d ∈ [1, 9].

De plus, si on regarde la surface définie par y2 = x3 +A(u, v)x+B(u, v) avec A,B ∈
Z[u, v] des polynômes homogènes de degré respectivement 4 et 6, l’équation est lisse si et
seulement si elle définit une surface de Del Pezzo de degré 1.

Remarque 26. Le dernier point de ce théorème est un corollaire de [19] en remarquant que
l’on doit avoir que le nombre d’autointersection du diviseur anticanonique de X est tel
que KX ·KX ≥ 1.

On verra le lien explicite entre les surfaces elliptiques rationnelles lisses et les surfaces
de Del Pezzo dans la section 1.2.9. Auparavant, nous verrons en section 1.2.8 la définition
d’une surface de Del Pezzo.



1.2. SURFACES ALGÉBRIQUES 43

1.2.8 Surfaces de Del Pezzo

Définition 14. Une surface de Del Pezzo, ou surface de Fano, est une surface algébrique
projective non singulière X dont le diviseur anticanonique est ample, c’est-à-dire que, si
KX est le diviseur canonique de X, le diviseur −KX est ample. C’est une variété de Fano
de dimension 2. Le degré d d’une surface de Del Pezzo X est le nombre d’autointersection
(K,K) de sa classe de diviseur canonique K.

Une surface de Del Pezzo a un degré d au plus 9 (voir [28, p.118]). Si la surface est
sur un corps algébriquement clos, chaque surface de del Pezzo est ou bien un produit de
deux droites projectives (alors d = 8), ou encore l’éclatement de 9 − d points sur le plan
projectif (il n’y a pas trois points colinéaires, pas 6 sur la même conique et pas 8 sur une
cubique qui a une node en l’un d’eux).

On aimerait pouvoir voir les surfaces de Del Pezzo comme des surfaces lisses dans
un certain espace projectif. Un résultat décrit dans le livre de Kollár le permet pour les
surfaces de Del Pezzo de degré 1, 2, 3 et 4.

Théorème 1.2.7. (Kollár, [21, p.174]) Soit X, une surface de Del Pezzo sur un corps
k de degré inférieur ou égal à 4. Alors X peut être décrite de la manière suivante :

— si d = 1, alors X est isomorphe à une hypersurface de degré 6 de P(1, 1, 2, 3) ;
— si d = 2, alors X est isomorphe à une hypersurface de degré 4 dans P(1, 1, 1, 2) ;
— si d = 3, alors X est isomorphe à une hypersurface de degré 3 dans P3 ;
— et d = 4, alors X est isomorphe à l’intersection de deux quadriques dans P4.

1.2.9 Lien entre surface Del Pezzo de degré 1 et surface elliptique ra-
tionnelle

Soit k un corps de nombres, et soit (E , ρ, σ) une surface elliptique sur P1
k. On suppose

que E est rationnelle, c’est-à-dire que E×kk est birationelle à P2
k. Alors la fibre générique de

E est une courbe elliptique ET sur k(T ) qui est représentée par une équation de Weierstrass
de la forme

Y 2 = X3 +A(T )X +B(T ),
où A(T ), B(T ) ∈ k[T ] sont tels que

degA(T ) ≤ 4, degB(T ) ≤ 6 et ∆ := 4A(T )3 + 27B(T )2 6∈ k.

Réciproquement, à toute courbe elliptique sur Q[T ] de cette forme correspond à une
surface elliptique rationnelle de base P1.

On associe à E une hypersurface X de degré 6 dans l’espace projectif P(1, 1, 2, 3) de
coordonnées [x, y, z, w]. Pour ce faire, on définit X comme suit

w2 = z3 +G(x, y)z + F (x, y),

où G(x, y) = y4A(x/y) et F (x, y) = y6B(x/y).
Ces deux schémas sont birationnels. En effet, X peut-être obtenue de E par contraction

de l’image de la section σ et des composantes des fibres sigulières de ρ qui ne rencontrent
pas σ(P1). En général, X sera une hypersurface singulière.

Si toutefois X est lisse, alors c’est une surface de Del Pezzo de degré 1.

D’une façon similaire, pour toute surface de Del Pezzo de degré 1 X on obtient une
surface elliptique rationnelle qui lui est birationnelle. En effet, on remarque que la corres-
pondance définie précédemment correspond dans ce cas à l’éclatement du point de base
anticanonique sur X.
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1.2.10 Surfaces de Del Pezzo de degré 1

Dans cette section, nous déterminons les surfaces elliptiques rationnelles dont la surface
X obtenue par la contraction de la section à l’infini est une surface de Del Pezzo de degré
1.

Si on écrit la surface elliptique rationnelle sous forme de modèle minimal de Weierstrass
on a

y2 = x3 +A(t)x+B(t),

où
On notera par la suite Ã(u, v) = v4A(uv ) et B̃(u, v) = v6B(uv ).

Lemme 1.2.8. Soit E une surface elliptique rationnelle d’équation de Weierstrass

y2 = x3 +A(T )x+B(T ),

où A,B ∈ Z[T ]. On note SingE l’ensemble des points singuliers de E . Alors SingE est
formé des points suivants :

1. les points (0, 0, t0) où t0 ∈ Q est racine de A et double de B.

2. les points (−3B(t0)
2A(t0) , 0, t0) où t0 ∈ Q est racine double de ∆E telle que A(t0) 6= 0.

On en déduit le corolaire suivant :

Corollaire 1.2.9. Soit E une surface elliptique rationnelle et soit X son modèle minimal.
Alors X est lisse (et est donc une surface de Del Pezzo de degré 1) si et seulement si les
places de E sont de type II ou I1.

Démonstration. (de la proposition 1.2.8)
Soit une équation de Weierstrass définissant E

y2 = x3 +A(T )x+B(T ).

L’étude du gradient de l’équation définissant E mène à l’obtention des relations suivantes
que doivent respecter un point singulier (x0, y0, t0) :

y0 = 0 = x3
0 +A(t0)x0 +B(t0)

3x2
0 +A(t) = 0

A′(t)x+B′(t) = 0

Remarquons que si A′(t0) = 0, la troisième relation implique que B′(t0) = 0. Si A′(t0) =
0, alors on a plutôt x = −B′

A′ (t). Les deux premières relations sont possibles uniquement
si x0 est racine double de x3 +A(t0)x+B(t0). Voyons dans quels cas cela est possible.

Si A(t0) = B(t0) = 0 alors pour x0 = y0 = 0, le point est bien singulier.
Si un de A(t0) ou de B(t0) n’est pas 0, alors x0 doit être racine double de x3 +A(t0)x+

B(t0) et par conséquent,

x0 = −3B(t0)
2A(t0) .

À noter que dans ce cas, si A(t0) = 0, alors il n’y a pas de racine double.
Comme 3x2 +A(t0) = 0, on a 9B(t0)2

4A(t0)2 +A(t) = 0, alors le discriminant

∆(t0) = 4A(t0)3 + 27B(t0)2 = 0.
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De plus la troisième relation implique que −3A′(t0)
A(t0) + B′(t0)

B(t0) = 0 et par conséquent

∆′(t0) = 12A2A′ + 54BB′ = 27B2
(
−3A

′

A
+ 2B

′

B

)
= 0

Par conséquent, t0 est une racine double de ∆E (t).
De plus, un calcul similaire permet de traiter en la fibre à l’infini. En ce point, le

modèle s’écrit
y2 = x3 + Ã(1, v)x+ B̃(1, v),

où on note ∆̃(u, v) = v12∆(uv ).
La fibre en ∞ est singulière si et seulement si
1. (̃1, 0) = 0 = B̃(1, 0) = B̃′(1, 0), ce qui arrive lorsque degA ≤ 3 et degB ≤ 4
2. degA = 4, degB = 6 et 0 est une racine double de ∆̃, c’est-à-dire deg ∆ ≤ 10.

On déduit de cette étude le lemme suivant qui caractérise les surfaces de Del Pezzo de
degré 1.

Lemme 1.2.10. Soit X l’hypersurface de degré 6 dans P(1, 1, 2, 3) décrite par l’équation

y2 = x3 +A(u, v)x+B(u, v),

où A,B ∈ Z[u, v] sont des polynômes homogènes de degré respectif 4 et 6.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. X est une surface de Del Pezzo de degré 1.
2. La surface X est lisse.
3. L’éclatement du point de base anticanonique sur X est une surface elliptique ration-

nelle E dont les fibres singulières sont de type II ou I1.
4. Les polynômes en une variable A(T, 1) et B(T, 1) respectent les propriétés suivantes

(a) Une racine commune à A et B n’est pas double pour B.
(b) Les racines de ∆ non commune à A sont simples.
(c) Si degA ≤ 3, alors degB ≤ 5.
(d) Si degA = 4 et degB = 6, alors deg ∆ ≥ 11.

Remarque 27. En particulier, les surfaces elliptiques rationnelles isotriviales des formes
y2 = x3 +H(t)2x+H(t)3 et y2 = x3 +A(t)x ne vérifient pas ces propriétés. La contraction
de la section neutre ne donne en aucun de ces cas une surface de Del Pezzo de degré 1.

Cependant, une surface elliptique rationnelle isotriviale de la forme y2 = x3 + B(t)
avec degB ≥ 5 et sans racine double respecte les critères. Par conséquent, la contraction
de sa section neutre est une surface de Del Pezzo de degré 1.

1.2.11 Densité des points rationnels sur une surface de Del Pezzo ou un
fibré en conique

Rappelons que le théorème d’Iskovskih présenté en section 1.2.7 dit qu’une surface
elliptique rationnelle possède un modèle minimal X/Q qui est :

1. soit un fibré en coniques de degré 1,
2. soit une surface de Del Pezzo.
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En effet, l’application E → X est une suite de contractions de r courbes exceptionnelles.
L’autointersection du diviseur canonique est

KX ·KX = KE ·KE + r = r.

Les points rationnels d’une surface elliptique rationnelle sont denses si et seulement si
on a aussi ceux de son modèle minimal le sont aussi.

Dans le cas où X est un fibré en conique de degré ≥ 1, Kollár et Mella [23] démontrent
l’unirationnalité de X, propriété qui implique la densité des points rationnels.

On a explicitement le théorème suivant.

Théorème 1.2.11. [23, Thm. 1] Soit K un corps de caractéristique différente de 2 et
a0(t), a1(t), a2(t), a3(t) ∈ K[t], des polynômes de degré 2 définissant une famille non
triviale de courbes elliptiques. Alors, la surface

S : y2 = a3(t)x3 + a2(t)x2 + a1(t)x+ a0(t) ⊂ A3
xyt

est unirationelle sur K.

Lorsque X est une surface de Del Pezzo de degré d ≥ 3, l’unirationnalité est démontrée
par Segre et Manin [28] sous la condition qu’il ne soit pas vide. Lorsque d = 2, Salgado,
Testa et Várilly-Alvarado [41], basés sur un travail de Manin, ont montré que si X contient
un point rationnel qui ne se trouve pas sur une courbe exceptionnelle ni sur la quartique
distinguée, alors X est unirationnelle.

Les surfaces de Del Pezzo de degré 1 sont automatiquement pourvues d’un point ra-
tionnel qui n’est pas sur une courbe exceptionnelle : le point de base du système linéaire
anticanonique. Cependant, la densité des points rationnels n’est connue que dans certains
cas. Par exemple :

Théorème 1.2.12. [50, Thm 2.1] Soit f(T ) = t5 +at3 +bt2 +ct+d ∈ Z[T ] et considérons
la surface donnée par l’équation E : x2 − y3 − f(t) = 0. Alors

1. si f a des racines multiples sur C, alors l’ensemble des points rationnels de Ef est
dense au sens de Zariski.

2. si f n’a pas de racine multiple et que l’ensemble des points rationnels sur la courbe
Ea,b : Y 2 = X3 + 135(2a− 15)X − 1350(5a+ 2b− 26) est infini, alors l’ensemble des
points rationnels sur la surface Ef est Zariski-dense.

Remarque 28. Remarquons que dans le premier cas, où f a des racines multiples sur C, le
modèle minimal de la surface E n’est pas une surface de Del Pezzo de degré 1.

De plus, un article de Salgado et Van Luijk [42] donne des conditions sous lesquelles
l’ensemble des points rationnels d’une surface de Del Pezzo de degré 1 sont denses au sens
de Zariski.

Théorème 1.2.13. [42, Théorème 1.2] Soit S ⊂ P(1, 1, 2, 3) une surface de Del Pezzo
donnée par une équation de la forme

w2 = z3 + f(x, y)z + g(x, y),

où f, g ∈ Z[x, y], et soit E
π−→ P1 la surface elliptique obtenue par l’éclatement du point de

base anticanonique de S.
Soit Q ∈ S(Q), un point qui n’est pas fixé par les automorphismes de S qui changent le

signe de w. Soit CQ(5) la courbe formée des sections locales qui rencontrent S en Q avec
une multiplicité au moins 5.

On pose t = π(Q). On suppose que les propositions suivantes sont vérifiées :
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1. L’ordre de Q sur E ns
t (Q) est au moins 3.

2. Si l’ordre de Q dans E ns
t (Q) est au moins 4, alors CQ(5) a une infinité de points

rationnels.
3. Si l’ordre de Q dans E ns

t est 3 ou 5, alors Q ne se trouve pas sur six courbes excep-
tionnelle de S.

Alors l’ensemble des points rationnels de S est Zariski-dense.
On a plusieurs corollaires à ce théorème. Par exemple, il suffit de supposer que la

surface elliptique obtenue par éclatement du point anticanonique ait une fibre nodale au
dessus d’un certain point k-rationnel de P1. Il suffit aussi de supposer l’existence d’un
point rationnel qui ne se trouve pas sur six courbes exceptionnelles de S et qui est d’ordre
3 sur sa fibre générique.

Várilly-Alvarado a travaillé sur les surfaces de Del Pezzo de degré 1 dont la surface
elliptique associée est isotriviale, démontrant le théorème suivant :
Théorème 1.2.14. [51, Thm 2.1] Soit F (x, y) ∈ Z[x, y] un polynôme homogène de degré
6 dont on suppose que les coefficients en x6 et en y6 sont non nuls. Soit X la surface de
del Pezzo de degré 1 sur Q donnée par

w2 = z3 + F (x, y)

dans PQ(1, 1, 2, 3), l’espace projectif à poids de variable (x, y, z, w). Soit c le contenu de F :
on écrit F (x, y) = cF1(x, y), avec F1(x, y) ∈ Z[x, y]. On suppose que F1 est unitaire et que
F1 =

∏
i fi, où les fi ∈ Z[x, y] sont des polynômes homogènes irréductibles. On suppose de

plus qu’il existe fi tel que

µ3 6⊆ Q[t]/fi(t, 1) pour un certain i,

où µ3 est le groupe des racines troisième de l’unité dans Q. Enfin, on suppose que la
conjecture de parité est vérifiée pour les courbes elliptiques sur Q de j-invariant 0.

Alors les points rationnels de X sont denses pour la topologie de Zariski.
Várilly-Alvarado démontre également un énoncé équivalent, en remplaçant µ3 par µ4

(racines quatrièmes de l’unité dans Q) pour les surfaces définies par l’hypersurface dans
P(1, 1, 2, 3) de coordonnée (u,v,z,w) d’équation

w2 = z3 + F (u, v)z,

où F (u, v) est un polynôme homogène de degré 4. Ces surfaces ne sont pas tout à fait des
surfaces de Del Pezzo de degré 1 : elles ont des points non lisses.

1.3 Conjectures de théorie analytique des nombres
Nous traiterons simultanément le cas d’un polynôme f de degré d à coefficients entiers,

ou bien en une variable, ou bien homogène en deux variables ; ainsi ou bien f(T ) =
a0 + · · · + adT

d ∈ Z[T ] ou bien f(T,U) = a0U
d + · · · + adT

d ∈ Z[T,U ]. On notera h = 1
ou 2 le nombre de variables et v un vecteur à coordonnées entières dans Zh, c’est-à-dire
v ∈ Z ou v ∈ Z2. On étudie deux propriétés décrivant la factorisation de f(v) : la première
décrit la proportion de valeurs sans facteurs carrés, la deuxième la parité du nombre de
facteurs premiers.

Dans l’étude de la factorisation de f(v), il est naturel de supposer f primitif, c’est-
à-dire que son contenu – le pgcd de ces coefficients – est égal à 1. Cela n’entraîne pas
l’absence de facteur commun aux valeurs f(v) mais limite ce phénomène comme l’illustre
le lemme élémentaire suivant.
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Lemme 1.3.1. Soit f de degré d, à coefficients entiers, en h variables (ou bien h = 1,
ou bien h = 2 et f homogène). Supposons que ∆ divise f(v) pour tout v ∈ Zh, alors il
existe un polynôme g(v) à coefficients entiers tel que d!f(v) = ∆g(v). En particulier, si f
est primitif, on a que ∆ divise d!.

Démonstration. Lorsque h = 1, il est bien connu qu’un polynôme à coefficients rationnels
et prenant des valeurs entières sur Z est combinaison linéaire à coefficients entiers des
polynômes Ck(T ) = T (T − 1) . . . (T − k + 1)/k!. L’application de ce principe à g1(T ) =
∆−1f(T ) montre que d!g1(T ) est un polynôme à coefficients entiers. Lorsque h = 2, on
applique ce qui précède à f(T, 1).

Nous noterons A une “progression arithmétique" de la forme 1

A := {a+ bn | n ∈ Z} ou A := {(ax+ by, cx+ dz) | (x, y) ∈ Z2},

où l’on suppose b 6= 0 dans le premier cas et ad − bc 6= 0 dans le second. On peut aussi
écrire A = φ(Z) avec φ(n) = a+ bn ou A = φ(Z2) avec φ(m,n) = (am+ bn, cm+ dn). On
notera d(A) := |b|−1, resp. |ad− bc|−1 la densité de A dans Zh.

On désigne par |·| la valeur absolue usuelle sur R ou la norme max sur R2. On introduit
également les notations

Zh(X) =
{

v ∈ Zh | |v| ≤ X
}
, A(X) := {v ∈ A | |v| ≤ X} et A(X) := ]A(X),

de sorte que A(X) est proportionnel à Xh, où h = 1 dans le cas d’une variable (resp.
h = 2 dans le cas de deux variables). Plus précisément, on voit aisément que, en fait
A(X) ∼ d(A)(2X)h.

1.3.1 Conjecture du crible des facteurs carrés

On souhaite estimer la proportion de valeurs sans facteurs carrés sur une progression
arithmétique, il est alors naturel de supposer f sans facteurs carrés, ce qui équivaut à
supposer que son discriminant Df est non nul. Sous cette hypothèse, la conjecture du
crible des facteurs carrés s’énonce comme suit.

Conjecture 1.1. (Conjecture du crible des facteurs carrés, 1ère forme) Soit f un poly-
nôme à coefficients entiers, sans facteurs carrés,

]
{

v ∈ Zh(X) | il existe p > Xh/2, tel que p2 divise f(v)
}

= o(Xh). (1.10)

La conjecture est démontrée pour les polynômes irréductibles de degré ≤ 3 (resp. ≤ 6)
en 1 variable (resp. en 2 variables), ce que nous résumons dans l’énoncé suivant. La preuve
est relativement simple (résultant en fait essentiellement des considérations qui suivent)
lorsque h = 1 et d ≤ 2 ou h = 2 et d ≤ 4. Les cas suivants sont plus délicats, le cas h = 1
et d = 3 est prouvé par Hooley [18], le cas h = 2 et d = 5, 6 est prouvé par Greaves [9].

Théorème 1.3.2. (Hooley [18], Greaves [9]) Soit f un polynôme à coefficients entiers,
sans facteurs carrés, en h variables (h = 1 ou 2). Supposons que tous les facteurs irréduc-
tibles de f soient de degré inférieur ou égal à 3h, alors f vérifie la conjecture du crible des
facteurs carrés.

1. Le mot “progression arithmétique" est d’habitude réservé à ce qui correspond ici au cas h = 1, dans
le cas h = 2 on parle d’habitude de “réseau".
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Pour mieux comprendre l’énoncé de la conjecture et voir qu’elle permet de déterminer la
proportion de valeurs sans facteurs carrés, on peut la reformuler à l’aide des considérations
suivantes, où, pour simplifier, on supposera d’abord que le polynôme f a la propriété
suivante (on indiquera plus tard comment modifier le calcul dans le cas général).

Hypothèse (SFC) : On dira que f vérifie (SFC) si, pour tout p premier, il existe
v ∈ Zh tel que p2 ne divise pas f(v).

Définition 15. On note tf (p) le nombre de solutions modulo p2 de f(v) ≡ 0 mod p2.
La constante du crible des facteurs carrés d’un polynôme f est définie par

Cf :=
∏
p

(
1− tf (p)

p2h

)
(1.11)

Remarque 29. Il est élémentaire de voir que tf (p) est O(1) (resp. O(p2)) si h = 1 (resp.
h = 2), ainsi le produit définissant Cf est absolument convergent. Ceci est déduit du
lemme suivant. La constante Cf n’est intéressante que si le polynôme f vérifie la propriété
(SFC), car sinon on a évidemment Cf = 0.

Soit I un intervalle entier de longueur p2, c’est-à-dire I = [M + 1,M + p2] ou un
produit de deux tels intervalles, c’est-à-dire I = [M + 1,M + p2]× [M ′ + 1,M ′ + p2]. On
a naturellement

]
{

v ∈ I | p2 divise f(v)
}

= tf (p)
puis

]
{

v ∈ Zh(Np2) | p2 divise f(v)
}

= tf (p)(2N)h

et enfin
]
{

v ∈ Zh(X) | p2 divise f(v)
}

= tf (p)
(

2X
p2 +O(1)

)h
(1.12)

Pour h = 1, l’estimation est satisfaisante, lorsque h = 2 on peut introduire le raffinement
élémentaire suivant (Cf. Lemma 1 de [9]).

Si on note Zp l’ensemble des solutions ω modulo p2 de f(ω, 1) ≡ 0 mod p2, alors
l’ensemble des solutions de f(a, b) ≡ 0 mod p2 peut être réparti en l’ensemble L0 = pZh
et les progressions arithmétiques Lω = {v = (a, b) ∈ Zh | a ≡ ωb mod p2}. Le cardinal
des éléments de L0 de norme ≤ X est trivialement O(X2/p2) et, comme le réseau Lω est
d’indice p2 dans Zh, le cardinal des éléments de Lω de norme ≤ X est O(X2/p2 + X).
On peut même écrire une borne en X2/p2 + X/Mω où Mω est la plus petite norme d’un
élément non nul de Lω. On résume cela dans l’estimation simplifiée :

]
{

v ∈ Zh(X) | p2 divise f(v)
}
� Xh

p2 +Xh−1 (1.13)

On peut aisément généraliser ce calcul élémentaire en criblant, pour Z donné, les
facteurs p2 pour p ≤ Z. On pose NZ :=

∏
p≤Z p

2, alors, pour I ⊂∈ Zh un intervalle ou
produit de deux intervalles de longueur NZ on a

]
{

v ∈ I | si p ≤ Z on a p2 ne divise pas f(v)
}

=
∏
p≤Z

(
1− tf (p)

p2h

)
Nh
Z

puis

]
{

v ∈ Zh(MNZ) | si p ≤ Z on a p2 ne divise pas f(v)
}

=
∏
p≤Z

(
1− tf (p)

p2h

)
(2MNZ)h
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et enfin

]
{

v ∈ Zh(X) | si p ≤ Z on a p2 ne divise pas f(v)
}

=
∏
p≤Z

(
1− tf (p)

p2h

)
(2X +O(NZ))h

(1.14)
Pour le choix de Z = logX/3 on obtient, par le théorème des nombres premiers :

NZ =
∏
p≤Z

p2 = exp(2
∑
p≤Z

log p) = exp(2
3 logX + o(logX)) = X

2
3 +o(1)

Par ailleurs, lorsque Z tend vers l’infini

∏
p≤Z

(
1− tf (p)

p2h

)
= Cf (1 + o(1)),

donc on obtient un premier résultat inconditionnel

]

{
v ∈ Zh(X) | si p ≤ logX

3 on a p2 ne divise pas f(v)
}

= Cf (2X)h + o(Xh) (1.15)

En combinant ceci avec l’estimation (1.13), on obtient pour Z1 < Z2

]
{

v ∈ Zh(X) | il existe p ∈ [Z1, Z2] tel que p2 divise f(v)
}
�

∑
p∈[Z1,Z2]

(
Xh

p2 +Xh−1
)

� Xh

Z1
+Xh−1π(Z2).

Mentionnons au passage une conséquence de ceci lorsqu’on prend Z1 = M (pourM ∈ Z
fixé, inférieur àX) et Z2 =

√
X. Cette proposition inconditionnelle est utilisée par Helfgott

, dans les démonstrations des formules pour le signe moyen d’une surface elliptique (revues
dans nos propositions 2.4.2, 2.4.3, 2.5.2 et 2.5.6) :

Proposition 1.3.3. Soit f un polynôme vérifiant la condition (SFC) :

]
{

v ∈ Zh(X) | il existe p ∈ [M,
√
X] tel que p2 divise f(v)

}
� Xh

M
+ o(Xh)

En choisissant plutôt Z1 = 1
3 logX et Z2 = Xh, on en déduit le résultat inconditionnel,

suivant :

Proposition 1.3.4. Soit f un polynôme vérifiant la condition (SFC) :

]
{

v ∈ Zh(X) | si p ≤ Xh, on a p2 ne divise pas f(v)
}

= Cf (2X)h + o(Xh) (1.16)

D’après cette proposition, il est clair que la conjecture 1.1 est équivalente à l’énoncé
suivant, au moins pour les polynômes vérifiant la condition (SFC).

Conjecture 1.2. (Conjecture du crible des facteurs carrés, 2ème forme) Soit f un poly-
nôme à coefficients entiers, sans facteurs carrés :

]
{

v ∈ Zh(X) | f(v) est sans facteur carré
}

= Cf (2X)h + o(Xh) (1.17)
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Si le polynôme ne vérifie pas (SFC) le membre de gauche est nul et la constante Cf
est nulle donc l’équation (1.17) est trivialement vérifiée mais ne donne pas l’information
cherchée. Il convient en fait de modifier les considérations précédentes, lorsque le polynôme
possède un facteur p2 divisant toute ses valeurs.

Notations. Soit δf := pgcd
{
f(v) | v ∈ Zh

}
, alors df désigne le plus petit entier tel que

δ(f)/df soit sans facteur carré. Écrivons df =
∏
p p

νp On note t̃f (p) le nombre de solutions
modulo p2+νp de f(v)d−1

f ≡ 0 mod p2, ou encore f(v) ≡ 0 mod p2+νp et on pose

C̃f :=
∏
p

(
1− t̃f (p)

p2+νp

)

Remarquons que, d’après le lemme 1.3.1, si le polynôme est primitif, on a t̃f (p) = tf (p)
pour p > d := deg f , donc le produit définissant C̃f est absloument convergent comme le
produit définissant Cf .

La conjecture du crible des facteurs carrés s’énonce alors sous la forme suivante

Conjecture 1.3. (Conjecture du crible des facteurs carrés, 3ème forme) Soit f un poly-
nôme à coefficients entiers, sans facteurs carrés,

]
{

v ∈ Zh(X) | f(v)d−1
f est sans facteur carré

}
= C̃f (2X)h + o(Xh) (1.18)

Si l’on veut étudier les valeurs (presque) sans facteurs carrés sur une progression arith-
métique A = φ(Zh), on posera g := f ◦ φ, df,A := dg, C̃f,A := C̃g et on peut écrire la
conjecture du crible des facteurs carrés sous la forme apparemment plus générale :

]
{

v ∈ A(X) | f(v)d−1
f,A est sans facteur carré

}
= C̃f,AA(X) + o(A(X)) (1.19)

Comme son nom l’indique, la conjecture du crible des facteurs carrés mène à un crible.
Celui-ci permet de trouver une infinité de valeur d’un polynôme dont la partie carré est
une constante donnée. Nous utiliserons le suivant, développé par Várilly-Alvarado dans
[51], qui utilise des polynômes homogènes en deux variables, dans la démonstration du
théorème 5.0.8.

Corollaire 1.3.5. [51, Corollaire 5.8] Soit F (m,n) ∈ Z[m,n] un polynôme homogène en
deux variables de degré d. On suppose F (m,n) sans facteur carré dans Z[m,n], et qu’aucun
facteur irréductible de F est de degré plus grand que 6. On fixe les ensembles

— S = (p1, . . . , pr) de premiers distincts et
— T = (t1, . . . , tr) d’entier positifs.

Soit M un entier tel que p2 | M pour tout premier p < degF et pt1+1
1 . . . ptr+1

r | M .
Supposons qu’il existe des entiers tels que

F (a, b) 6≡ 0 mod p2, quand p |M et p 6= pi pour tout i,
et tels que

vpi(F (a, b)) = ti pour tout i = 1, . . . , r.
Alors il existe une infinité de paires (m,n) d’entiers tels que

m ≡ a mod M,n ≡ b mod M,

et
F (m,n) = pt11 . . . ptrr · l,

où l est sans facteur carré et vpi(l) = 0 pour tout i.
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Pour conclure cette section sur la conjecture du crible sans facteur carré, mentionnons
la conjecture abc, dûe à Oesterlé, Masser et Szpiro.

Conjecture 1.4. (Conjecture abc) On fixe ε > 0. Si a, b, c sont des entiers positifs pre-
miers entre eux qui satisfaisant a+ b = c, alors

c�ε N(a, b, c)1+ε,

où N(a, b, c) est le produit des facteurs premiers distincts de abc.

Une conséquence de cette conjecture est que la conjecture sans facteur carré serait
vérifiée pour tout polynôme en une variable, ou homogène en deux variables (voir [1] et
[8])

1.3.2 Conjecture de Chowla

La deuxième conjecture concerne la parité du nombre de facteurs premiers des valeurs
f(v). Pour l’énoncer, nous rappelons la définition de la fonction de Liouville.

Définition 16. Pour un entier non nul n =
∏
p p

vp(n), on note Ω(n) =
∑
p vp(n) le nombre

de facteurs premiers de sa décomposition et on définit la fonction de Liouville par la
formule.

λ(n) = (−1)Ω(n)

Remarque 30. La fonction de Liouville ressemble à la fonction de Moebius mais diffère
en présence justement d’un facteur carré. Plus précisément la relation est la suivante :
µ(n) = λ(n) si n est sans facteur carré et µ(n) = 0 s’il existe p2 divisant n.

Conjecture 1.5. (Conjecture de Chowla) Soit f un polynôme à coefficients entiers, sans
facteurs carrés, l’estimation suivante vaut pour toute progression arithmétique A :∑

v∈A(X)
λ(f(v)) = o(A(X)) (1.20)

Remarque 31. On peut chercher à raffiner cet énoncé en introduisant une uniformité par
rapport à la progression arithmétique. Nous n’aurons pas besoin de ce raffinement et
omettons donc ce point.

Le théorème des nombres premiers et de la progression arithmétique permet de dé-
montrer cette conjecture pour les polynômes de degré 1 et, en adaptant les arguments de
de la Vallée Poussin, pour les polynômes homogènes de degré 2. Les résultats connus à
l’heure actuelle sont les suivants.

Théorème 1.3.6. Soit f un polynôme de degré d à coefficients entiers, sans facteurs
carrés, en h variables (h = 1 ou 2). La conjecture de Chowla vaut dans les cas suivants :

1. (Hadamard – de la Vallée Poussin) h = 1 et d = 1.
2. (Helfgott, Lachand) h = 2 et d ≤ 3.
3. (Green-Tao) h = 2 et f est un produit de formes linéaires.

Le premier item (h = deg(f) = 1) équivaut en fait au théorème des nombres premiers
sous la forme

∑
m≤X µ(m) = o(X). Le deuxième, pour f homogène en deux variables et

deg(f) ≤ 2 est essentiellement dû à de la Vallée Poussin. Le cas de degré 3 a été démontré
par Helfgott [17] (noter cependant que l’article cité traite d’un polynôme cubique non
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irréductible ; le cas d’un polynôme cubique irréductible [16] est non publié), puis récemment
en 2014 par une autre technique par Lachand dans sa thèse de doctorat [24] et dans un
article à paraître [25].

Enfin Helfgott indique page 48 de [15] que Green et Tao [10] (article qui était un
preprint à ce moment-là) prouve Chowla pour un produit de 4 formes linéaires. En fait
l’article [10] prouve l’énoncé plus général suivant.

Proposition 1.3.7. (Green-Tao [10], Proposition 9.1) Soit ψi(x, y) = aix + biy (1 ≤ t)
des formes linéaires non colinéaires deux à deux ; soit K un corps convexe inclus dans
[−X,X]2, alors ∑

(x,y)∈K∩Z2

t∏
i=1

λ(ψi(x, y)) = o(X2) (1.21)

De plus la même estimation vaut en remplaçant λ par µ la fonction de Moebius.

Il s’agit bien de la conjecture de Chowla pour un polynôme sans facteurs carrés et
produit de formes linéaires. Green et Tao montre même que le petit “o" est uniforme en
la complexité s du système linéaire, le nombre de formes t et une borne pour leur taille.
Notons que l’énoncé est prouvé, dans [10], conditionnellement à deux conjectures de nature
technique poétiquement baptisées GI(s) et MN(s) ; cependant ces deux conjectures ont
été ensuite établies par les mêmes auteurs et Ziegler, respectivement dans [12] et [11].

Enfin dans un autre registre, il y a une preuve de la conjecture de Chowla en moyenne
[29] pour les produits de facteurs linéaires en 1 variable. C’est-à-dire que, à défaut de
prouver que ∑

n≤X
λ((n+ h1) . . . (n+ hk)) = o(X)?

les auteurs prouvent que

∑
h1,...,hk≤H

∣∣∣∣∣∣
∑
n≤X

λ((n+ h1) . . . (n+ hk))

∣∣∣∣∣∣ = o(HkX),

pourvu que H tende vers l’infini (en fonction de X) et H ≤ X.

1.3.3 Un résultat combinant les deux conjectures

La conjecture du crible des facteurs carrés décrit, au moins statistiquement, les facteurs
carrés des valeurs f(v), tandis que la conjecture de Chowla décrit, au moins statistique-
ment, la parité du nombre de facteurs premiers des valeurs f(v). Nous établissons dans
cette partie un résultat affirmant une sorte d’indépendance des deux propriétés “valeur
sans facteur carré" et “parité donnée du nombre de facteurs premiers".

Ce résultat analytique semble être nouveau ; nous l’utiliserons au chapitre 5 pour la
preuve du théorème 5.0.8.

Théorème 1.3.8. Soit f polynôme à coefficients entiers, sans facteurs carrés. Supposons
la conjecture du crible des facteurs carrés et la conjecture de Chowla vraies pour f , alors
l’estimation suivante vaut pour toute progression arithmétique A, où ε = ±1 :

]

{
v ∈ A(X) | f(v)

df,A
est sans facteur carré et λ(f(v)) = ε

}
= Cf,A

2 A(X) + o(A(X)).

(1.22)
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En combinant cet énoncé avec les résultats cités précédemment (Théorèmes 1.3.2 et
1.3.6), on obtient :

Corollaire 1.3.9. Soit f un polynôme homogène en deux variables, à coefficients entiers,
sans facteurs carrés. Supposons, ou bien que deg f ≤ 3, ou bien que f est produit de
formes linéaires, alors l’estimation suivante vaut pour toute progression arithmétique A,
où ε = ±1 :

]

{
v ∈ A(X) | f(v)

df,A
est sans facteur carré et λ(f(v)) = ε

}
= Cf,A

2 A(X) + o(A(X)).

(1.23)

Démonstration. (du théorème 1.3.8) Notons T (X) la fonction de comptage que l’on veut
estimer. Observons, d’une part, que µ2(n) vaut 1 si n est sans facteur carré et vaut 0 sinon,
d’autre part, que 1 + ελ(n) vaut 2 si λ(n) = ε et vaut 0 sinon. Notons aussi la relation
µ2(n)λ(n) = µ(n). On en tire

2T (X) =
∑

v∈A(X)
µ2
(
f(v)
df,A

)(
1 + ελ

(
f(v)
df,A

))
=

∑
v∈A(X)

µ2
(
f(v)
df,A

)
+ ε

∑
v∈A(X)

µ

(
f(v)
df,A

)

Appelons S1(X) et S2(X) ces deux dernières sommes. La conjecture du crible des facteurs
carrés dit précisément que S1(X) = Cf,AA(X) + o(A(X)), tandis que la conjecture de
Chowla affirme que, en remplaçant dans la deuxième somme µ par λ on obtient une
somme o(A(X)) ; il suffit donc de démontrer le lemme suivant pour conclure la preuve du
théorème.

Lemme 1.3.10. Sous les hypothèses du théorème, on a l’estimation

∑
v∈A(X)

{
λ

(
f(v)
df,A

)
− µ

(
f(v)
df,A

)}
= o(A(X))

Comme le terme de la somme est nul si f(v)d−1
f,A est sans facteur carré, la somme à

évaluer est la somme des λ(f(v)d−1
f,A) = ε0λ(f(v)) quand v parcourt A(X) et f(v)d−1

f,Aest
divisible par p2 pour au moins un p (où ε0 = λ(df,A)).

Pour alléger la notation, posons

F (X) =
∑

v∈A(X)

{
λ

(
f(v)
df,A

)
− µ

(
f(v)
df,A

)}
.

Rappelons, que l’on veut démontrer qu’il existe une constante c1 telle que pour Z > 0
donné, on a ∀ε > 0, ∃Xo = Xo(ε, Z) tel que pour X ≥ Xo on a

|F (X)| ≤ (c1
Z

+ ε)Xh.

Ceci signifierait que
lim sup |F (x)|

Xh
≤ c1
Z

+ ε.

Donc que
|F (X)| = o(Xh).

Pour ce faire, on sépare la somme F (X) en trois parties. La première s’occupe des
nombres premiers tels que p ≥ X, la seconde de p ∈ [Z,X] et la dernière des p < Z. Ici,
Z est une constante fixée, qui peut être très grande (et qui ne dépend pas de X).
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Pour la première somme, la conjecture des facteurs carrés prédit que∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

v∈A(X),
∃p>X,p2|f(v)

λ(f(v))

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

v∈A(X),
∃p>X,p2|f(v)

1 = o(Xh).

Pour la seconde somme, l’estimation (1.13) donne∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

v∈A(X),
∃p∈[Z,X],p2|f(v)

λ(f(v))

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
c1
Z
Xh,

où c1 est une constante.
Pour la dernière somme, on veut traiter les “petits" p (c’est-à dire les p ≤ Z) tels que

p2 divise f(v)d−1
f,A, on remarque qu’ils sont en nombre fini (on prendra p < Z, avec Z

“grand" mais fixé) on utilise un argument différent en regroupant les v = (x, y) selon des
sous-réseaux de congruence Lp,i définis par x ≡ ωiy mod p2 (où f(ωi, 1) ≡ 0 mod p2)
et en écrivant sur ce sous-réseau v = φiw (pour w ∈ Z2) et d!f(φi(w)) = p2gp,i(w). En
écrivant la conjecture de Chowla pour gp,i on obtient∑

v∈Lp,i(X),
λ(f(v)) = λ(d!)

∑
w∈Lp,i(X)

λ(gp,i(w)) = o(Xh)

et, en sommant sur le nombre fini de sous-réseaux :∑
v∈A(X),
p2| f(v)

λ(f(v)) = o(Xh).

On peut préciser cela en disant que, pour ε donné, on a, pour X > X0(p, ε)∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

v∈A(X),
p2| f(v)

λ(f(v))

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ εX
h.

On peut généraliser l’argument à q = p1 . . . pr produit de premiers et obtenir que pour
X > X0(q, ε) ∣∣∣∣∣∣∣∣

∑
v∈A(X),
q2| f(v)

λ(f(v))

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ εX
h.

On applique cela de la façon suivante : on note p1 < p2 < · · · < pr les nombres premiers
< Z et, pour chaque J ⊂ [1, r] on pose qJ :=

∏
j∈J pj .

En appliquant le principe d’inclusion-exclusion on voit que∑
v∈A(X),

∃p<Z,p2| f(v)

λ(f(v)) = −
∑
J 6=∅

(−1)|J |
∑

v∈A(X),
q2
J
| f(v)

λ(f(v)).

La somme extérieure comporte environ 2
Z

logZ termes. Quant aux termes de la somme
intérieure, on vient de démontrer qu’ils sont tels que∑

v∈A(X),
q2
J
| f(v)

λ(f(v)) ≤ εXh,
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pour X ≥ X0(p, ε).
Cela permet de conclure que la somme est bornée par

(
2

Z
logZ ε

)
Xh, (ou plus simple-

ment par ε′Xh, où ε′ = 2
Z

logZ ε), dès que X est assez grand (c’est-à-dire pour X supérieur
à un certain Xo(ε, Z)).

Rappelons la notation

F (X) =
∑

v∈A(X)

{
λ

(
f(v)
df,A

)
− µ

(
f(v)
df,A

)}
.

On a démontré qu’il existe une constante c1 telle que pour Z > 0 donné, on a ∀ε >
0,∃Xo = Xo(ε, Z) tel que pour X ≥ Xo on a

|F (X)| ≤
(
c1
Z

+ ε

)
Xh.

Ceci signifie que
lim sup |F (x)|

Xh
≤ c1
Z

+ ε.

Donc ∣∣∣∣∣∣
∑

v∈A(X)

{
λ

(
f(v)
df,A

)
− µ

(
f(v)
df,A

)}∣∣∣∣∣∣ = o(Xh).

Ceci achève la preuve du lemme.



2

Moyenne du signe (d’après
Helfgott)

En 2003, Helfgott met en ligne un article dont le résultat principal est le théorème
suivant.

On rappelle que BE est le produit des polynômes (homogènes) associés aux places en
lesquelles la réduction de E n’est pas I0 ni I∗0 . Quant àME , c’est le produit des polynômes
(homogènes) associés aux places de réduction multiplicative.

Théorème 2.0.11. [15] Soit E une surface elliptique non isotriviale sur Q. On admet les
hypothèses suivantes :
a. la conjecture du crible des facteurs carrés en version homogène est vérifiée par BE ,
b. la conjecture de Chowla est vérifiée en version homogène par ME .
On a,

1. si ME = 1, alors
avQ(W (Et)) ∈]− 1, 1[;

2. si ME 6= 1, alors
avQ(W (Et)) = 0.

En particulier, dans les deux cas, W+ et W− sont infinis.

Remarque 32. La démonstration du point 1 de ce théorème n’est pas donnée dans l’article.
Elle nécessite l’utilisation d’un lemme de Manduchi. Nous complétons la démonstration
par le corollaire 2.5.4.
Remarque 33. Pour les surfaces qui admettent une place de réduction multiplicative, on a
également (sous les conjectures du crible des facteurs carrés et de Chowla à une variable)

avZ(W (Et)) = 0.

Cependant, ce n’est pas vrai pour les surfaces sans réduction multiplicative. En effet,
on a un exemple de Rizzo [37] d’une surface non isotriviale sur laquelle le signe est constant
égal à −1 sur Z.

On déduit du théorème 2.0.11 le corollaire suivant qui est inconditionnel. Il découle
des cas connus des conjectures de Chowla et du crible des facteurs carrés.

Corollaire 2.0.12. Soit E une surface elliptique sur Q. On admet les hypothèses sui-
vantes.
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1. Toute place wP qui n’est pas de réduction I0 ou I∗0 est telle que degP ≤ 6.
2. degME ≤ 3 ou bien M un produit de degré arbitraire de facteurs linéaires.
Alors W+(Q) et W−(Q) sont infinis.

2.1 Introduction

2.1.1 Motivations et idées générales

Soit E une courbe elliptique sur Q. Grâce aux travaux de Wiles [52], on sait que la
fonction L(E, s) associée à cette courbe elliptique admet un prolongement analytique et
une équation fonctionnelle de la forme

N
(2−s)/2
E (2π)s−2Γ(2− s)L(E, 2− s) = W (E)N s/2

E (2π)−sΓ(s)L(E, s),

où NE est le conducteur de E et la constante W (E) ∈ {±1} est appelée le signe de cette
équation fonctionnelle.

Soit ran(E/Q) l’ordre d’annulation de L(E, s) en s = 1. La conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer prédit que rang E/Q = ran(E/Q) et, en particulier, l’égalité suivante,
appelée la conjecture de parité :

W (E) = (−1)rang E(Q).

Une conséquence de cette égalité est qu’il est suffisant que W (E) = −1 pour que
rang E(Q) soit non nul et en particulier que E(Q) soit infini.

Soit une surface elliptique E sur Q dont les fibres en t ∈ Q sont notées Et. On peut
s’intéresser à la variation de W (Et) quand t ∈ Q varie.

On étudiera les ensembles W+ et W− donnés par

W±(E ) = {t ∈ Q : Et est une courbe elliptique et W (Et) = ±1}

Remarque 34. Une conséquence de la conjecture de parité (combinée avec la proposition
1.2.1) est qu’il suffit que W− soit infini pour que la densité des points rationnels de E soit
démontrée. Si le signe varie, c’est-à-dire que ces deux ensembles soient tels que #W± =∞,
alors on a aussi cette conclusion.

Si le signe est équidistribué, c’est à dire si la moyenne du signe sur un sous en-
semble infini de Z ou de Q est av(W (Et)) = 0, alors W± sont infinis. De même si
−1 < av(W (Et)) < 1.

2.1.2 Résumé des résultats

Soit E , une surface elliptique, et f : Q→ {−1,+1} une fonction (nous nous intéresse-
rons plus particulièrement à celle définie par t 7→W (Et)).

On étudiera la moyenne du signe des fibres sur Q, une valeur qui nous renseignera
sur les cardinalités des ensembles W±(E ). Celle-ci sera calculée en ordonnant les fibres en
t ∈ Q (ou t ∈ Z) selon la hauteur de t (voir 2.2.1 pour plus de détails) :

avQf = lim
N→∞

∑
(x,y)∈[−N,N ]2,pgcd(x,y)=1,y 6=0 f(x/y)∑

(x,y)∈[−N,N ]2,pgcd(x,y)=1 1 .

Dans un premier temps, on obtiendra la décomposition pour le signe d’une fibre de E
donnée par le théorème suivant :
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Théorème 2.1.1. [15, Thm. 6.6].
Soit E une courbe elliptique sur Q(T ). Pour t ∈ Q, on note t = x

y pour x, y des entiers
premiers entre eux.

Alors il existe
1. S un ensemble fini de places de Q contenant ∞ ;
2. pour chaque v ∈ S, des fonctions gv : Qv ×Qv −→ {−1, 1} localement constantes en

dehors d’un ensemble fini de droites passant par l’origine ; et
3. pour chaque p 6∈ S, des fonctions hp : Qp × Qp → {−1, 1} localement constantes

en dehors d’un ensemble fini de droites passant par l’origine telles que hp(x, y) = 1
lorsque p2 - BE (x, y) ;

tels que le signe s’écrit

W (Et) = λ(ME (x, y)) ·
∏
v∈S

gv(x, y)
∏
v 6∈S

hv(x, y),

Dans le cas où la surface considérée est isotriviale, il est possible que la moyenne du
signe soit −1 ou +1. Dans ces cas, toute fibre sauf un ensemble non dense est de signe +1
ou −1. Si la moyenne est +1, on ne peut rien conclure sur la densité des points rationnels à
partir de l’étude de la moyenne du signe. On obtient toutefois pour toute surface isotriviale
une formule pour la moyenne du signe (Proposition 2.5.1).

Proposition 2.1. Soit E une surface elliptique isotriviale dont le j-invariant est différent
de 0 et 1728. Soient S l’ensemble et pour chaque v ∈ S la fonction gv donnée par le
théorème 2.3.3.

Alors le signe moyen sur Q s’écrit

avQ (W (Et)) = −
∏
p∈S

1
1− p−2

∫
Zp
gp(x, y)dxdy,

où Zp = (Zp × Zp)\(pZp × pZp).

Dans le cas non isotrivial où E n’admet pas de place de réduction Im, on utilise la
conjecture du crible des facteurs carrés (1.1) pour démontrer la formule suivante pour la
moyenne du signe (Proposition 2.5.2) :

Proposition 2.2. Soit une surface elliptique qui est soit isotriviale avec j = 0 ou j = 1728
ou non isotriviale sans place de réduction Im. Alors, sous l’hypothèse que la conjecture du
crible des facteurs carrés soit vérifiée pour BE , la moyenne du signe sur Q s’écrit

avQW (Et) = −
∏
p∈S

1
1− p−2

∫
Zp
gp(x, y)dxdy ·

∏
p 6∈S

1
1− p−2

∫
Zp
hp(x, y)dxdy,

où S, gp et hp sont l’ensemble et les fonctions données par le théorème 2.3.3.

De cette formule, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.2. Soit E une surface elliptique non isotriviale sans place de réduction de
type Im. On suppose que BE respecte la conjecture du crible des facteurs carrés. Alors

−1 < avQW (Et) < +1.



60 2. MOYENNE DU SIGNE (D’APRÈS HELFGOTT)

La démonstration n’est pas explicitement donnée par Helfgott. Le résultat est tout
simplement mentionné dans un article postérieur de Conrad, Conrad et Helfgott [4]. Nous
donnons la démonstration ici.

Dans le cas où E admet une place de réduction Im, la conjecture du crible des facteurs
carrés et la conjecture de Chowla permettent de démontrer que le comportement du signe
vérifie une propriété plus forte : que le signe moyen est nul sur tout sous-ensemble de Q
provenant d’un réseau de Z2 (Proposition 2.4.3). On énonce ici plus simplement le résultat
sur Q :

Corollaire 2.1.3. Soit E une surface elliptique qui admet au moins une place de réduction
multiplicative. On fait les hypothèses suivantes :

1. BE vérifie la conjecture du crible des facteurs carrés, et
2. ME vérifie la conjecture de Chowla.
Alors la moyenne du signe des fibres sur Q est

avQW (Et) = 0.

La plupart des résultats de [15] dépendent de conjectures de théorie analytique des
nombres : la conjecture du crible des facteurs carrés et la conjecture de Chowla. Dans la
section 1.3, nous les présentons et donnons les énoncés inconditionnels selon ce que nous
connaissons actuellement.

De plus, nous nous intéressons aux surfaces elliptiques rationnelles pour lesquelles les
résultats sont inconditionnels dans la section 4.3.1 de cette thèse.

Un article antérieur de Manduchi [27] étudie de même le signe de l’équation fonction-
nelle des fibres d’une surface elliptique (sans toutefois calculer leur moyenne). Dans la
section 2.7, nous expliquons les avancées de Helfgott par rapport à ce travail.

2.2 Notions préliminaires

2.2.1 Moyennes d’une fonction

Nous allons calculer la moyenne de fonctions sur les entiers, les progressions arithmé-
tiques, les sous-ensembles de Z2 et les rationnels. Pour ce faire, nous allons ordonner Z2

et Q en terme de hauteur. Plus précisément, nous procéderons de la façon suivante.
Soit f : Z → C et une progression arithmétique a + mZ. On définit la moyenne de f

sur a+mZ par
ava+mZf = lim

N→∞

1
N/m

∑
1≤n≤N ;n≡a mod m

f(n).

En particulier, la moyenne de f sur Z est définie ainsi

avZ(f) = lim
N→∞

∑
n∈[−N,N ] f(n)∑
n∈[−N,N ] 1 .

Soit une fonction f : Z2 → C, un réseau a+ L ⊂ Z2 et un secteur S ⊂ R2, c’est-à-dire
une composante connexe d’un ensemble de la forme R2\L où L est un ensemble fini de
droites passant par l’origine. On définit

avS∩(a+L)f = lim
N→∞

∑
(x,y)∈S∩(a+L)∩[−N,N ]2 f(x, y)∑

(x,y)∈S∩(a+L)∩[−N,N ]2 1
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On peut voir Q comme le sous-ensemble des paires (x, y) ∈ Z2 pour lesquelles x et
y ≥ 0 sont premiers entre eux. Aussi, pour une fonction f : Q→ Z, un réseau a+ L ⊂ Z2

et un secteur S ⊂ R2, on définit

avQ,S∩(a+L)f = lim
N→∞

∑
(x,y)∈S∩(a+L)∩[−N,N ]2,pgcd(x,y)=1,y 6=0 f(x, y)∑

(x,y)∈S∩(a+L)∩[−N,N ]2;pgcd(x,y)=1 1 .

En particulier, on a

avQf = lim
N→∞

∑
(x,y)∈[−N,N ]2,pgcd(x,y)=1,y 6=0 f(x, y)∑

(x,y)∈[−N,N ]2,pgcd(x,y)=1 1 .

Remarque 35. Comme on prend x et y parmi [−N,N ], chaque valeur de t ∈ Q est obtenue
exactement deux fois. Toutefois, cela n’a pas d’importance car le diviseur comptabilise
également deux fois chaque t. La moyenne est donc inchangée.

Remarque 36. Dans le cas où ces limites n’existent pas, on les remplace par lim inf ou
lim sup.

Remarque 37. Dans les moyennes précédentes, les fonctions f peuvent ne pas être définies
pour un nombre fini de valeurs. La moyenne n’en sera pas changée.

2.2.2 Signe local d’une fibre selon le type de réduction

Soit E une courbe elliptique. Le signe de E peut s’exprimer comme un produit de
facteurs locaux

W (E) =
∏
p≤∞

Wp(E), (2.1)

où p parcourt les nombres premiers rationnels et l’infini, Wp(E) ∈ {±1} et Wp(E) = +1
pour tout p sauf un nombre fini. Le signe local Wp(E) en p de E est défini en terme
des facteurs epsilon de représentations de Weil-Deligne de Qp (voir [6] et [49] pour une
définition de ces facteurs locaux). Les travaux de Rohrlich donnent une formule pour le
signe local en p 6= 2, 3 en terme du type de réduction en p d’une courbe elliptique.

Proposition 2.2.1. [38] Soit p un nombre premier de Q différent de 2 et 3. Soit E une
courbe elliptique sur Q que l’on écrit sous forme de Weierstrass

E : y2 = x3 − 27c4x− 54c6.

Alors le signe local en p est

Wp(E) =



1 si la réduction de E en p est de type I0;
(−1/p) si la réduction est de type II, II∗, I∗m ou I∗0 ;
(−2/p) si la réduction est de type III ou III∗;
(−3/p) si la réduction est de type IV ou IV ∗ ;
−(−c6/p) si la réduction est de type Im;

Pour p = 2, 3, on se réfère aux tableaux d’Halberstadt [13] ou de Rizzo [37]. De plus,
on a toujours W∞(E) = −1.
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2.2.3 Places de réduction génériques d’une surface elliptique

Soit une surface elliptique E sur Q et soit ∆(T ) ∈ Z[T ] son discriminant. Nous allons
décrire la réduction de E en wP une place de Q[T ] associée à un polynôme irréductible
unitaire P (T ) ∈ Z[T ] par un symbole de Kodaira.

Soit (m,n) ∈ Z× Z∗ des entiers premiers entre eux pour lesquels on pose t = m
n . Soit

k le plus petit entier tel que 12k ≥ deg ∆(T ), comme dans la section 1.2.1. Une fibre Et
en t non singulière est isomorphe à la courbe

Em,n : y2 = x3 − 27n4kc4(m/n)x− 54n6kc6(m/n),

de discriminant ∆m,n = n12k∆(m/n). On note P (m,n) = ndegPP (m/n), et P (X,Y ) ∈
Z[X,Y ] le polynôme homogène obtenu de cette façon.

On a que
— la réduction de E en P (X,Y ) est de type Im si et seulement si P (X,Y ) | ∆(X,Y ),

P (X,Y ) - c4(X,Y ) et m =ordwP∆(X,Y ) = −ordwP j(X,Y ) ;
— de type I∗m si et seulement si P (X,Y ) | ∆(X,Y ), P (X,Y ) | c4(X,Y ), −ordwP j = m

et ordwP∆(X,Y ) = m+ 6 ;
— de type II si et seulement si P (X,Y ) | c4(X,Y ), ordwP∆(X,Y ) = 2 ;
— de type III si et seulement si P (X,Y ) | c4(X,Y ), ordwP∆(X,Y ) = 3 ;
— de type IV si et seulement si P (X,Y ) | c4(X,Y ), ordwP∆(X,Y ) = 4 ;
— de type I∗0 si et seulement si P (X,Y ) | c4(X,Y ), ordwP∆(X,Y ) = 6 ;
— de type IV ∗ si et seulement si P (X,Y ) | c4(X,Y ), ordwP∆(X,Y ) = 8 ;
— de type III∗ si et seulement si P (X,Y ) | c4(X,Y ), ordwP∆(X,Y ) = 9 ;
— de type II∗ si et seulement si P (X,Y ) | c4(X,Y ), ordwP∆(X,Y ) = 10 ;
— de type I0 si P (X,Y ) - ∆(X,Y ).

Pour alléger les notations, on utilisera la convention suivante.
On note A2(E ) l’ensemble des places de réduction de type II et II∗, A3(E ) l’ensemble

des places de type III et III∗, A4(E ) celui des places de type IV et IV ∗, M ∗ celui des
places de type I∗m. L’ensemble de toutes les places additives sera noté A (E ).

On définit M (E ), comme l’ensemble des places v de Q(T ) pour lesquelles la réduction
de E en v est de type Im.

On définira aussi B(E ), l’ensemble des places v de Q(T ) pour lesquelles la réduction
de E en v n’est ni de type I0, ni de type I∗0 . Finalement, on définit B′(E ), l’ensemble des
places qui ne sont pas de type I0, autrement dit les places de mauvaise réduction.

Remarquons que
M (E ) ⊆ B(E ) ⊆ B′(E ).

On définit les polynômes homogènes

ME (x, y) =
∏

v∈ME

Pv(x, y)

et
BE (x, y) =

∏
v∈BE

Pv(x, y).

Avec ces définitions, on a que ME (x, y) divise BE (x, y) (qui divise ∆(x, y)).
On fera souvent un abus de notation en omettant de préciser la surface si celle-ci est

évidente.
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2.2.4 Surfaces elliptiques

On peut classifier les surfaces elliptiques en quatre catégories, pour lesquelles le com-
portement de la fonction signe sera sensiblement différent.

A. La surface E considérée est une surface isotriviale dont la fonction du j-invariant est
constante, égale à un rationnel qui n’est ni 0 ni 1728. Autrement dit, la surface est une
famille de twists d’une courbe elliptique de forme générale, c’est-à-dire qu’il existe une
fonction f(T ) ∈ Z[T ] et a, b ∈ Z× tels que E est décrite par l’équation de Weierstrass

f(T )y2 = x3 + ax+ b.

Dans ce cas, les places génériques sont uniquement de réduction I0 ou I∗0 .
La variation du signe de ces surfaces est plus amplement étudié dans la section 3.1.

B. La surface E est isotriviale d’invariant j = 0 ou 1728.

(a) Si la fonction j-invariant est 1728, il existe f(T ) ∈ Z[T ] telle que E est décrite
par l’équation

y2 = x3 + f(T )x.

Une place générique sur une surface de cette forme peut être de type I0, I∗0 , II,
II∗, IV ou IV ∗.

(b) Si la fonction j-invariant égale 0, il existe f(T ) ∈ Z[T ] tel que E est décrite par
l’équation

y2 = x3 + f(T ).

Une place générique sur une surface de cette forme peut être de type I0, I∗0 , III
ou III∗.

Nous étudierons ces surfaces dans la section 3.2, et dans les sections 4.2.4 et 4.2.3
lorsque la surface considérée est rationnelle et F (T ) est d’une certaine forme.

C. La surface n’est pas isotriviale et n’admet pas de réduction de type Im.
Dans ce cas, par le fait que la fonction j-invariant a un pôle (car elle est non constante),
la surface admet une place de réduction I∗m. Cette place est éventuellement à l’infini.

D. La surface admet au moins une place de type Im.

2.2.5 Symboles quadratiques

Soit p 6= 2 un nombre premier. On se rappelle que le symbole de Legendre, noté
(
·
p

)
,

est tel que (
n

p

)
= 1⇔ n = carré mod p.

Soit N un nombre impair et N = pk1
1 . . . pkrr sa décomposition en facteurs irréductibles.

Le symbole de Jacobi, également noté
( ·
N

)
, est défini par :

( ·
N

)
=
∏
i

( ·
pi

)ki
.

Dans cette section, on considère une variante du symbole de Jacobi.
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Notation 3. Pour un polynôme a ∈ Q(T )∗, nous noterons a(x, y) := ydeg(a)a(t) où t = x
y ,

représenté par x, y ∈ Z premiers entre eux.
De plus, pour un entier N et un nombre premier p, on notera N(p) l’entier tel que

N = pvp(N)N(p).
Pour δ entier et a, b ∈ Q(T )∗, la fonction (a|b)δ : Q→ {−1, 1} est définie par

(a|b)δ(t) =
∏
p-2δ

(a(x, y)(p)
p

)vp(b(x,y))
,

pour x, y ∈ Z premiers entre eux tels que t = x
y , où ( ·p) est le symbole de Legendre.

Cette fonction respecte les propriétés suivantes.

(a) (ab|c)δ(t) = (a|c)δ(t) · (b|c)δ(t), car le symbole
(
·
p

)
est multiplicatif ;

(b) (a|bc)δ(t) = (a|b)δ(t) · (a|c)δ(t), par définition.
(c) (a|b)δ(t) = (a+ bc|b)δ(t), car

(
a
p

)
=
(a+px

p

)
pour tout a 6= p, x ∈ Z.

(d) Pour b fixé, a 7→ (a|b)δ(t) est un produit fini de fonctions localement constantes pour
la topologie p-adique.

(e) Si δ1|δ2 (resp. δ2|δ1) et a, b 6= 0, on a

(a|b)δ1(t)
(a|b)δ2(t) =

∏
p premier,
p|2δ2,p-2δ1

(a(x, y)(p)
p

)vp(b(x,y))
,

pour (x, y) tels que pgcd(x, y)|δ1 (resp. pgcd(x, y)|δ2). De plus, cette fonction est un
produit fini de fonctions localement constantes pour la topologie p-adique.

(f) Pour a, b ∈ Q constants, on a

(a|b)δ
(b|a)δ

=
∏
p|2δ

(a(p), b(p)
p

)−1
,

où (a,bp ) est le symbole de Hilbert quadratique. C’est un produit fini de fonctions
localement constantes car les symboles de Hilbert ne dépendent que de a et b modulo
Q2
p. Une introduction aux symboles de Hilbert est donnée dans [43, Chap. III].

2.2.6 Réseaux

Définition 17. On définit un réseau A comme le sous-ensemble de Z2

A := {(ax+ by, cx+ dz) | (x, y) ∈ Z2},

où l’on suppose ad−bc 6= 0. On peut aussi écrire A = φ(Z2) avec φ(m,n) = (am+bn, cm+
dn).

Le translaté par a ∈ Z2 d’un réseau A, est l’ensemble

T := {(m,n) | ((m,n)− a) ∈ A)}.

Les lemmes élémentaires suivants, énoncés dans [15], sont utilisés dans la démonstration
des propositions 2.5.1, 2.5.2 et 2.5.6.
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Lemme 2.2.2. Soient a1 + L1, a2 + L2, a3 + L3, . . . , ak + Lk des translatés de réseaux
de Z2 d’indices [Z2 : L1] = pe1

1 , [Z2, L2] = pe2
2 , [Z2 : L3] = pe3

3 , . . . , [Z2 : Lk] = pekk (où p1,
p2, p3, . . . , pk sont des nombres premiers distincts), alors l’intersection⋂

1≤j≤k
(aj + Lj)

est un réseau a+ L d’indice [Z2 : L] =
∏
j≤k p

ej
j .

Lemme 2.2.3. Soit un réseau a+ L ⊂ Z2 et un secteur S ⊂ R2. On a

lim
B→∞

∣∣S ∩ (a+ L) ∩ [−B,B]2
∣∣

(2B)2 = 1
[Z2 : L] · lim

B→∞

∣∣S ∩ [−B,B]2
∣∣

(2B)2

2.3 Une formule pour le signe global

2.3.1 Monodromie des fibres selon le type de réduction des places gé-
nériques

Soit ET une surface elliptique de discriminant ∆(T ) décrite par l’équation de Weiers-
trass

Y 2 = X3 − 27c4(T )X − 54c6(T ).

Pour une place générique décrite par un polynôme P (T ) ∈ Z[T ], on se demande quel
est le type de réduction de la fibre Et de E en t = x

y ∈ Q en un nombre premier p | P (x, y).
Pour ce faire, nous analyserons les valuations p-adique du discriminant et des coeffi-

cients c4(t) et c6(t) de la fibre.

Nous supposerons que p vérifie les propriétés suivantes :
1. p 6= 2, 3 ;
2. les numérateurs et les dénominateurs, (d0, d1), (d2, d3) et (d4, d5), des contenus des

polynômes c4(T ), c6(T ) et ∆(T ) ne sont pas divisibles par p ;
3. si p | P (x, y), alors pour tout P ′ 6= P de mauvaise réduction, on a p - P ′(x, y).

Autrement dit, p -
∏
Q,Q′∈B Res(Q,Q′).

Notons que presque tous les nombres premiers vérifie 1, 2 et 3. Il n’y a qu’un nombre fini
d’exceptions, et que ce sont les nombres premiers qui divisent l’entier

δ = 2 · 3 · d1 . . . d5
∏

Q,Q′∈B

Res(Q,Q′).

Le signe local en p dépend des valeurs de vp(c4(x, y)), vp(c6(x, y)) et vp(∆(x, y)) tel que
vu dans la classification des fibres singulières de Néron-Kodaira, en section 1.2.4. Lorsque
p respecte les propriétés (1) à (3), ces valuations sont égales à

vp(c4(x, y)) = wP (c4(T )) · vp(P (x, y)),

vp(c6(x, y)) = wP (c6(T )) · vp(P (x, y))

vp(∆(x, y)) = wP (∆(T )) · vp(P (x, y)),

où wP dénote la place générique associée à P . Le type de réduction en p ne dépendra que
de la valuation p-adique de P (x, y).

Ce raisonnement permet de déduire le lemme suivant :
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Type de ET n = vp(P (x, y)) Type de Et Type de ET n = vp(P (x, y)) Type de Et
en P (T ) en p en P (T ) en p

Im M ≥ 1 IMm I∗m
0 mod 2 ImM
1 mod 2 I∗mM

II

0 mod 6 I0

II∗

0 mod 6 I0
1 mod 6 II 1 mod 6 II∗

2 mod 6 IV 2 mod 6 IV ∗

3 mod 6 I∗0 3 mod 6 I∗0
4 mod 6 IV ∗ 4 mod 6 IV
5 mod 6 II∗ 5 mod 6 II

III

0 mod 2 I0

III∗

0 mod 4 I0
1 mod 4 III 1 mod 4 III∗

2 mod 4 I∗0 2 mod 4 I∗0
3 mod 4 III∗ 3 mod 4 III

IV
0 mod 3 I0

IV ∗
0 mod 3 I0

1 mod 3 IV 1 mod 3 IV ∗

2 mod 3 IV ∗ 2 mod 3 IV

I∗0
0 mod 2 I0 I0 n ≥ 0 I01 mod 2 I∗0

Table 2.1 – Récapitulatif du lemme 2.3.1

Lemme 2.3.1. Soit ET , une surface elliptique, et p, un nombre premier qui ne divise pas
δ. Soit P le polynôme associé à une place générique de ET . Soit (x, y) des entiers premiers
entre eux tel que P (x, y) soit divisible par p. On pose t = x/y et n = vp(P (x, y)).

Alors les assertions suivantes sont vérifiées :
1. Si E est de type Im en P , alors Ex

y
est de type Inm en p.

2. Si E est de type I∗m en P , alors Ex
y
est de type Inm en p si n est pair, et de type I∗nm

si n est impair.
3. Si E est de type II en P , alors Ex

y
est de type I0, II, IV , I∗0 , IV ∗, II∗ en p si

n ≡ 0, 1, 2, 3, 4, 5 mod 6 respectivement.
4. Si E est de type II∗ en P , alors Ex

y
est de type I0, II∗, IV ∗, I∗0 , IV , II en p si

n ≡ 0, 1, 2, 3, 4, 5 mod 6 respectivement.
5. Si E est de type III en P , alors Ex

y
est de type I0, III, I∗0 , III∗ en p si n ≡ 0, 1, 2, 3

mod 4 respectivement.
6. Si E est de type III∗ en P , alors Ex

y
est de type I0, III∗, I∗0 , III en p si n ≡ 0, 1, 2, 3

mod 4 respectivement.
7. Si E est de type IV en P , alors Ex

y
est de type I0, IV , IV ∗ en p si n ≡ 0, 1, 2 mod 3

respectivement.
8. Si E est de type IV ∗ en P , alors Ex

y
est de type I0, IV ∗, IV en p si n ≡ 0, 1, 2

mod 3 respectivement.

Démonstration. Ceci se déduit directement de l’algorithme de Tate [48] que nous avons
présenté dans la section 1.2.4.
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Type Forme de Forme de hE ,δ,P (x, y)
gE ,δ,P (x, y)

I0 1 1
I∗0 (−1|P (x, y))δ 1

II, II∗ (−1|P (x, y))δ
∏
p-δ

p2|P (x,y)

{
(−3/p) vp(P (x, y)) ≡ 2, 4 mod 6
+1 sinon.

III, III∗ (−2|P (x, y))δ
∏
p-δ

p2|P (x,y)

{
(−1/p) vp(P (x, y)) ≡ 2 mod 4
+1 sinon.

IV , IV ∗ (−3|P (x, y))δ
∏
p-δ

p2|P (x,y)

{
(−3/p) vp(P (x, y)) ≡ 2, 3, 4 mod 6
+1 sinon.

I∗v (−1|P (x, y))δ
∏
p-δ

p2|P (x,y)

(−
(−c6(x,y)(p)

p

)
)vp(P (x,y))−1

Iv
(∏

p|δ (−1)vp(P (x,y))
) ∏

p-δ
p2|P (x,y)

(−
(−c6(x,y)(p)

p

)
)vp(P (x,y))−1

·(−c6(x, y)|P (x, y))

Table 2.2 – Contribution d’une place au signe selon le type de réduction

2.3.2 Décomposition du signe selon les places génériques

Théorème 2.3.2. Soit E une surface elliptique sur Q. Pour t ∈ Q, on note t = x
y où x, y

sont des entiers premiers entre eux.
Alors, il existe un entier δ et pour chaque P , facteur irréductible primitif de ∆ des

fonctions gE ,δ,P et hE ,δ,P décrites par le tableau 2.2 telles que le signe s’écrit

W (Et) = λ(ME (x, y)) ·
∏
p|δ
Wp(Et) ·

∏
P |∆

gE ,δ,P (x, y) ·
∏
P |∆

hE ,δ,P (x, y).

Démonstration. Soit E une surface elliptique d’équation

E : y2 = x3 − 27c4(T )x− 54c6(T ),

et soit ∆(T ) son discriminant.
Soit (m,n) ∈ Z × Z≥0 des entiers premiers entre eux tels que t = m

n . Soit k le plus
petit entier tel que 12k ≥ deg ∆(T ). Une fibre Et en t qui est non singulière est isomorphe
à la courbe

Em,n : y2 = x3 − 27n4kc4(m/n)x− 54n6kc6(m/n),

qui est de discriminant ∆m,n = n12k∆(m/n).
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On a donc

W (Et) = W (Em,n)
=

∏
{p}∪{∞}

Wp(Em,n)

= −
∏

p|∆Em,n

Wp(Em,n)

On écrit
c4(m/n) = d0

d1

∏
Pw|c4

Pw(m/n)ordwc4 ,

c6(m/n) = d2
d3

∏
Pw|c6

Pw(m/n)ordw(c6),

∆(m/n) = d4
d5

∏
Pw|∆

Pw(m/n)ordw(∆),

avec d0, ..., d5 ∈ Z et où w est la place associée au polynôme Pw.
Comme on l’a vu en section 2.3.1, il faut traiter différemment les signes locaux en 2,

en 3, en di pour i = 0, . . . , 5 et en p qui peuvent diviser Pw et Pw′ en même temps, en
d’autres termes les p qui divisent ∏

w,w′∈B′|w 6=w′
Res(Pw, Pw′).

Pour les autres p, le comportement du type de réduction des fibres est décrit par le lemme
2.3.1.

On pose
δ = 2 · 3 · d0 · d1 · d2 · d3 · d4 · d5

∏
w1,w2|∆

Res(Pw1 , Pw2).

Le signe s’écrit
W (Et) = −

∏
p|δ
Wp(t)

∏
Pw|∆

WET,δ,Pw
(x, y),

où
WE ,δ,Pw(x, y) =

∏
p-δ:p|Pw(x,y)

Wp(E (x/y)).

Pour chaque Pw, on cherchera par la suite à établir la séparation suivante

WE ,δ,Pw(x, y) =
{
gE ,δ,Pw(x, y)hE ,δ,Pw(x, y) si la réduction de Pw n’est pas de type Im,
λ(Pw(x, y))gE ,δ,Pw(x, y)hE ,δ,Pw(x, y) si la réduction de Pw est de type Im

où gE ,δ,Pw et hE ,δ,Pw sont les fonctions décrites par le tableau 2.2.
Selon la réduction de E (x/y) en p tel que p - δ et p|Pw(x, y), on aura une formule pour

WE ,δ,Pw(E (x, y)) qui nous permettra de trouver gE ,δ,Pw et hE ,δ,Pw .
Cas 1 : Supposons que la réduction est de type I0 en Pw. Alors, comme on l’a vu dans

la section 2.3.1, la réduction est également de type I0.
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Dans ce cas,
WE ,δ,w(x, y) =

∏
p-δ;p|Pw(x,y)

Wp(E (x/y)) = 1,

pour tout t = x/y ∈ Q où x, y ∈ Z premier entre eux.
Cas 2 : Supposons que la réduction est de type I∗0 . Alors le type de réduction en p

dépendra de la parité de vp(Pw(x, y)).
Nous avons la formule

WE ,δ,w(x, y) =
∏

p-δ,p|Pw(x,y)

{
1 vp(Pw(x, y)) pair (et non nul) (type Io),
(−1/p) vp(Pw(x, y)) impair (type I∗o ) ;

=
∏

p-δ,p|Pw(x,y)
(−1/p)vp(Pw(x,y))

= (−1|Pw(x, y))δ,

pour tout x, y ∈ Z premier entre eux.
Cas 3 : Supposons que la réduction est de type II ou II∗, alors le type de réduction

en p dépendra de vp(Pw(x, y)) mod 6.
Nous avons la formule

WE ,δ,w(x, y) =
∏

p|δ,p|Pw(x,y)


(−1/p) vp(Pw(x, y)) ≡ 1, 5 mod 6 (type II ou II∗),
(−3/p) vp(Pw(x, y)) ≡ 2, 4 mod 6 (type IV ou IV ∗),
(−1/p) vp(Pw(x, y)) ≡ 3 mod 6 (type I∗0 )
1 vp(Pw(x, y)) ≡ 0 mod 6 (type I0) ;

= (−1|Pw(x, y))δ
∏

p-δ;vp(Pw(x,y))≡2,4 mod 6
(−3/p).

Cas 4 : Supposons que la réduction est de type III ou III∗, alors le type de réduction
en p dépendra de vp(Pw(x, y)) mod 4.

En terme de formule, on a

WE ,δ,w(x, y) =
∏

p|δ,p|Pw(x,y)


(−2/p) vp(Pw(x, y)) ≡ 1, 3 mod 4 (type III ou III∗),
(−1/p) vp(Pw(x, y)) ≡ 2 mod 4 (type I∗0 ),
1 vp(Pw(x, y)) ≡ 0 mod 6 (type I0)

= (−2|Pw(x, y))δ
∏

p-δ;vp(Pw(x,y))≡2 mod 4
(−1/p).

Cas 5 : Supposons que la réduction est de type IV ou IV ∗, alors le type de réduction
en p dépendra de vp(Pw(x, y)) mod 3.

En terme de formule, on a

WE ,δ,w(x, y) =
∏

p|δ,p|Pw(x,y)

{
(−3/p) vp(Pw(x, y)) ≡ 1, 2 mod 3 (type IV ou IV ∗),
1 vp(Pw(x, y)) ≡ 0 mod 3 (type I0)

= (−3|Pw(x, y))
∏

p|δ,vp(Pw(x,y))≡2,3,4 mod 6
(−1/p)

Cas 6 : Supposons que la réduction est de type I∗v . Alors le type de réduction en p dépendra
de la parité de λ.
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En terme de formule, on a

WE ,δ,w(x, y) =
∏

p|δ,p|Pw(x,y)

−
(−c6(x,y)(p)

p

)
vp(Pw(x, y)) pair (type Im),

(−1/p) vp(Pw(x, y)) impair (type I∗m) ;

= (−1|Pw(x, y))δ ·
∏

p-δ;p2|Pw(x,y)
(−
(
−c6(x, y)(p)

p

)
)vp(Pw(x,y))−1.

Cas 7 : Supposons que la réduction est multiplicative, alors par un argument similaire,
la réduction en p sera également de type multiplicatif.

En terme de formule, nous avons

WE ,δ,w(x, y) =
∏

p-δ,p|Pw(x,y)
(−
(
−c6(x, y)(p)

p

)
)

=
∏

p-δ,p|Pw(x,y)
−
(
−c6(x, y)(p)

p

)vp(Pw(x,y))

·
∏

p-δ,p2|Pw(x,y)
−
(
−c6(x, y)(p)

p

)vp(Pw(x,y))−1

=
∏

p-δ,p|Pw(x,y)
(−1)vp(Pw(x,y)) · (−c6(x, y)|Pw(x, y))δ

·
∏

p-δ,p2|Pw(x,y)
−
(
−c6(x, y)(p)

p

)vp(Pw(x,y))−1

=λ(Pw(x, y))
(∏
p|δ

(−1)vp(Pw(x,y)))
)
· (−c6(x, y)|Pw(x, y))δ

·
∏

p-δ,p2|Pw(x,y)
−
(
−c6(x, y)(p)

p

)vp(Pw(x,y))−1

,

pour tout x, y ∈ Z premier entre eux.
Cela nous donne donc bien la décomposition prédite par le théorème.

2.3.3 Propriétés des fonctions apparaissant dans le théorème 2.3.2

Théorème 2.3.3. (Thm. 6.6 [15]).
Soit E une courbe elliptique sur Q(T ). Pour t ∈ Q, on note t = x

y pour x, y des entiers
premiers entre eux.

Alors il existe
1. S un ensemble fini de places de Q ;
2. pour chaque v ∈ S, des fonctions gv : Qv ×Qv −→ {−1, 1} localement constantes en

dehors d’un ensemble fini de droites passant par l’origine ; et
3. pour chaque p 6∈ S, des fonctions hp : Qp × Qp → {−1, 1} localement constantes

en dehors d’un ensemble fini de droites passant par l’origine telles que hp(x, y) = 1
lorsque p2 - BE (x, y) ;

tels que le signe s’écrit

W (Et) = λ(ME (x, y)) ·
∏
v∈S

gv(x, y)
∏
p 6∈S

hp(x, y),
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Remarque 38. Plus précisément, on a

W (Et) = λ(ME (x, y)) ·
∏
v∈S

gv(x, y)
∏

p2|BE (x,y);p 6∈S
hp(x, y).

Remarque 39. Il faut faire attention à ne pas confondre les fonctions gv et hp de ce théorème
avec les fonctions gE ,δ,P et hE ,δ,P du théorème 2.3.2. En effet, bien que les premières soient
définies à partir des autres, ces fonctions ne sont pas du tout les mêmes comme on le verra
dans la démonstration qui suit.
Remarque 40. On écrira dorénavant « fonction presque partout localement constante »
plutôt que « fonction presque partout localement constante en dehors d’un ensemble fini
de droites passant par l’origine ».

Démonstration. Pour démontrer le théorème, on va décomposer les fonctions gE ,δ,P et
hE ,δ,P du tableau 2.2 en produit de fonctions presque partout localement constantes, et
les réordonner d’une façon adéquate.

G) Étudions gE ,δ,P (x, y).

1. Si P ∈ A , alors on a gE ,δ,P (x, y) =
(

εP
P (x,y)

)
δ
avec

εP =


−1 P est de type II, II∗, I∗m ou I∗0
−2 P est de type III ou III∗

−3 P est de type IV ou IV ∗.

Donc, chaque gE ,δ,P (x, y) dépend uniquement du reste de P (x, y) modulo (respecti-
vement) 4, 8 ou 3.

2. Si P ∈M , alors on a gE ,δ,P (x, y) =
(
−c6(x,y)
P (x,y)

)
δ
, qui comme on le verra dans la section

2.3.4 est un produit fini de fonctions localement constantes. Autrement dit, il existe
SP un ensemble fini de nombres premiers tel que gE ,δ,P (x, y) =

∏
v∈SP gP,v(x, y),

pour des fonctions gP,v(x, y) presque partout localement constantes.
H) Étudions hE ,δ,P (x, y). Soit p un nombre premier qui ne divise pas δ. Par choix de

δ, on a que p ne peut diviser qu’un seul P ∈ B à la fois.
Si P est de type I0 ou I∗0 , on a hE ,δ,P = +1 une fonction constante.
On pose pour P ∈ A2,

hP,p(x, y) =
{

(−3/p) vp(P (x, y) ≡ 2, 4 mod 6
+1 sinon,

pour P ∈ A3,

hP,p(x, y) =
{

(−1/p) vp(x, y) ≡ 2 mod 4
+1 sinon,

pour P ∈ A4,

hP,p(x, y) =
{

(−3/p) vp(x, y) ≡ 2, 3, 4 mod 6
+1 sinon,

et pour P de type I∗m ou Im,

hP,p(x, y) = (−
(
−c6(x, y)(p)

p

)
)vp(P (x,y))−1.
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On pose S = ∪P∈MSP .
Pour tout v ∈ S une fonction gv(x, y) qui sera telle que

gv(x, y) =


W2(x, y)

∏
P∈A2∪M ′∪A6 ( −1

P (x,y))
∏
P∈A3 ( −2

P (x,y))
∏
P∈M gP,2(x, y) si v = 2;

W3(x, y)
∏
P∈A3 ( −3

P (x,y))
∏
P∈M gP,3(x, y) si v = 3 ;

Wp(x, y)
∏
P∈M gP,v(x, y) si v | δ ;∏

P∈M gP,v(x, y)
∏
P∈B hP,v sinon.

Chacune de ces fonctions sont des produits de fonction presque partout localement constantes.
Pour p 6∈ S, on pose hp(x, y) =

∏
P∈B hP,p(x, y). Pour chaque (x, y), il y a au plus

un seul des hP,p(x, y) qui est différent de +1. De plus, ces hP,p sont des fonctions presque
partout localement constantes pour la topologie p-adique. De plus, on a bien l’égalité
hp(x, y) = +1 lorsque p2 - BE (x, y).

2.3.4 Constance locale

Cette section sert à justifier que les fonctions gE ,δ,P du tableau 2.2 sont des produits
finis de fonctions presque partout localement constantes.

Proposition 2.3.4. Soit w une place de Q(T ) et Pw son polynôme associé. Soit f ∈ Q(T )
non nul qui n’est pas divisible par Pw. Soit δ0 un entier non nul.

Alors, pour tout x, y ∈ Z tels que pgcd(x, y)|δ0, on peut écrire (f |Pw) comme un produit
fini de fonctions à valeurs dans {−1, 1} presque partout localement constantes.

Démonstration. On écrit f en produit de facteurs irréductibles

f = c ·
∏

w′(f)6=0
P
w(f)
w′ ,

où c ∈ Q∗. On écrit c = c0
c1

pour des entiers c0, c1. Posons

δ = c0 · c1 · δ0 ·
∏

w′(f)6=0
Res(Pw, Pw′).

Par les propriétés du symbole (·|·), on a

(f |Pw)δ = (c0|Pw)δ · (c1|Pw)−1
δ

∏
w′(f) impair

(P ′w|Pw)δ.

Par hypothèse sur f , on a bien que chaque P ′w est différent de Pw.
On utilise le lemme 2.3.5 (qui suivra) pour démontrer que (c0|Pw) et (c1|Pw) sont des

produits finis de fonctions presque partout localement constantes. Par ce même lemme,
on sait que chaque facteur (Pw′ |Pw)δ est de la forme

(Pw′ |Pw)δ =
{
hw′(x, y)(x|y)δ0 si deg(w′) et deg(w) sont tous deux impairs;
hw′(x, y) sinon,

où hw′ est un produit de fonctions presque partout localement constantes à valeurs dans
{−1, 1}.
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Pour démontrer que (f |Pw) est un produit fini de fonctions presque partout localement
constantes, nous devons démontrer qu’il y a un nombre pair de w′ places de Q(T ) telles
que deg(w′) est impair. Cela est vrai par la formule du produit qui dit que∑

w′∈BE

w′(f)deg(w′) = 0.

Il reste à montrer que (f |Pw)δ0
(f |Pw)δ est un produit fini de fonctions presque partout locale-

ment constantes. Pour cela on remarque que

(f |Pw)δ0

(f |Pw)δ
=

∏
p premier,p-2δ0,p|2δ

(f(x, y)
p

)vp(Pw(x,y))
,

qui est bien un produit fini de fonctions à valeurs dans {−1, 1}, presque partout localement
constantes pour une topologie p-adique.

Lemme 2.3.5. Soit f, g ∈ Q[x, y] des polynômes homogènes premiers entre eux. Soit δ
un entier divisible par Res(f, g), le résultant de f et g, et δ0 qui divise δ. Alors il existe
une fonction h : Z × Z → {−1, 1} produit fini de fonctions presque partout localement
constantes telle que

(f(x, y)|g(x, y))δ0 = h(x, y)(x|y)(deg f)(deg g)
δ0

,

pour tout x, y ∈ Z dont le pgcd divise δ et x/y en dehors d’un sous ensemble fini de P1(Q).

Démonstration. On peut supposer que x, y, f(x, y) et g(x, y) sont non nuls, car ces cas
n’arrivent que pour une quantité finie de valeurs de x

y .
Étape 0. Si c est un entier non nul, (f |c) est bien un produit fini de fonctions presque

partout localement constantes par la propriété d. De même pour (c|g), si on utilise la
propriété f pour se ramener au cas précédent.

Étape 1. On suppose que g = cx pour c entier non nul et que f est irréductible. Alors

(f(x, y)|g(x, y))δ = (a0x
k + a1x

k−1y + ...+ aky
k|cx)δ

= (f |c)δ · (akyk|x)δ, par (b) et (c)
= (f |c)δ · (ak|x)δ · (y|x)kδ0 , par (a)

= (f |c)δ · (ak|x)δ ·
∏

p|δ,p=∞

(y, x
p

) ∏
p|( δ

δ0
)

(f/p)vp(g)(x|y)kδ0 . par (e) et (f)

Étape 2. On suppose f et g irréductible, sinon on utilise les propriétés multiplicatives
du symbole, a et b, pour se ramener à un produit de termes dont chacun serait un produit
fini de fonctions presque partout localement constante. On suppose également que f, g 6= cx
pour un c entier et que deg(f) ≥ deg(g), sinon on se ramène à l’étape 1 ou on utilise la
propriété f.

On écrit f = a0x
k + ...+ aky

k et g = b0x
l + b1x

l−1y + ...+ bl−1xy
l+1 + bly

l. Alors,
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(f(x, y)|g(x, y))δ

=
∏
p|b0

(f(x, y)/p)vp(g(x,y))(f(x, y)|g(x, y))b0δ, par (e)

=
∏
p|b0

(f(x, y)/p)vp(g(x,y))(b0|g(x, y))b0δ(b0f(x, y)|g(x, y))b0δ, par (a)

=
∏
p|b0

(f(x, y)/p)vp(g(x,y))(b0|g(x, y))b0δ(b0f(x, y)− a0g(x, y)xk−l|g(x, y))b0δ, par (c)

pour tout (x, y) ∈ Z2 tel que pgcd(x, y) | δ et b0f(x, y)− a0g(x, y)xk−l 6= 0.
Remarquons que, par construction, le coefficient de xk dans b0f(x, y)−a0g(x, y)xk−l est

nul. Par conséquent, b0f(x, y)−a0g(x, y)xk−l est un multiple de y. La combinaison linéaire
b0f(x, y) − a0g(x, y)xk−l ne peut pas être le polynôme constant nul car les polynômes f
et g sont premiers entre eux par hypothèse. Il s’agit soit d’un polynôme réductible, soit
du produit de y par une constante non nulle.

Dans le premier cas, on utilise les propriétés de multiplicativité pour pouvoir utiliser
à nouveau l’étape 2 sur les nouveaux termes obtenus. Dans le second, une application de
la propriété (f) nous fait revenir au cas où f est irréductible et g = cy, qui est traité par
l’étape 1.

Comme le degré de f et de g est fini, on utilise un nombre fini de ces étapes pour
obtenir un produit fini de fonctions presque partout localement constantes.

2.4 Signe moyen sur une progression arithmétique

2.4.1 Surfaces isotriviales avec j(T ) 6= 0, 1728
Proposition 2.4.1. ([15, Prop. 7.1.])

Soit A une progression arithmétique que l’on écrit

A = a+mZ,

pour a,m ∈ Z.
Soit S un ensemble fini de places de Q et pour tout v ∈ S, gv : Qv → C des fonctions

bornées presque partout localement constantes. Alors la moyenne sur A du produit des gv
s’écrit

avA
∏
v∈S

gv(n) = c∞ ·
∏

p∈S\{∞}

∫
Ap
gp(x)dx,

où
Ap = a+mZp

et où, si ∞ 6∈ S, alors c∞ = 1, ou si ∞ ∈ S, alors c∞ est la valeur que prend g∞(x) pour
tout x positif assez grand.

Remarque 41. Soit E une surface elliptique isotriviale qui est une famille de twists qua-
dratiques. La proposition précédente implique que la moyenne du signe des fibres sur une
progression arithmétique A s’écrit

avA
∏
v∈S

gv(n) = −
∏
p∈S

∫
Ap
gp(x)dx,
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où S et gp sont l’ensemble et les fonctions donnés par le théorème 2.3.3.
Quand A = Z, on aura comme conclusion

avZ
∏
v∈S

gv(n) = −
∏
p∈S

∫
Zp
gp(x)dx,

Démonstration. Par le changement de variable x = a + mx′, on peut se ramener au cas
A = Z.

Soit p ∈ S et posons Sp ⊆ Zp l’ensemble fini des points où gp n’est pas localement
constante.

On couvre Sp de boules ouvertes arbitrairement petites : pour un a ∈ Z, point singulier
de gp, on définit Up = a + pkZp pour un certain k ≥ 0. On les prend telles que Xp, leur
union, est de mesure inférieure à ε

|S| pour un ε < 0 choisi.
On pose Rp = Zp\Xp.
Pour démontrer l’égalité de la proposition, nous allons nous intéresser à la somme∑

n∈Z
|n|≤B

∏
p∈S

gp(En).

Les deux premiers termes que nous considérerons correspondront à ce qui se passe autour
des points où les fonctions gp ne sont pas localement constantes. On montrera que ces
termes sont de moyenne négligeable. Le dernier terme étudiera le comportement de la
somme sur les autres points et ce sera lui qui aura la forme du produit d’intégrale dont il
est question dans le théorème.

1) Comparons les valeurs de

T =
∏
p∈S

∫
Zp
gp(x)dx et de P = −

∏
p∈S

∫
Rp
gp(x)dx.

Puisque gp est une fonction bornée, on a

|T − P | ≤ |S| ε
|S|

max
x

∏
p∈S

gp(x) = O(ε). (2.2)

Ceci démontre qu’il est équivalent d’étudier limε→0 P pour obtenir la valeur de T .

2) Pour étudier la moyenne sur l’intersection des Rp, on procède par deux étapes.
a) On étudie la moyenne sur Up, une des boules qui composent Xp. On a dit précé-

demment que Up = a+ pkZp pour a ∈ Z et k ≥ 0. Sur cette boule,∣∣∣ ∑
|n|≤B
n∈Up

∏
v∈S

gv(n)
∣∣∣ =

∣∣∣ ∑
|n|≤B

n≡a mod pk

∏
v∈S

gv(n)
∣∣∣ ≤ C∣∣∣ ∑

|n|≤B
n≡a mod pk

1
∣∣∣

On a de plus ∑
|n|B
n∈Up

1 ≤ N

pk
+ 1 = N · νp(Up) + 1, (2.3)

où νp est la mesure sur Zp.
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b) Soit ιp l’inclusion de Z dans Zp. Soit de plus l’ensemble Z = {n ∈ Z : ∀p ∈ S
ιp(n) ∈ Rp}. Remarquons que n 6∈ Z si et seulement si il existe p ∈ S tel que ιp(n) ∈ Xp.

Parce que Xp est l’union des ouverts Up et par l’inégalité (2.3), on a pour une certaine
constante C ∣∣∣ ∑

n∈[−B,B]
n 6∈Z

∏
p∈S

gp(n)
∣∣∣� ∑

n∈[−B,B]
n6∈Z

1 (2.4)

≤ (
∑
p∈S

B · µp(Xp) +O(1)) ≤ (ε ·B + o(B)).

3) On étudie la moyenne du signe sur Z est égale à

avZ
∏
v∈S

gv(n)
(

= lim
B→∞

∑
|n|≤B:ι(n)∈Z

∏
v∈S gv(n)∑

|n|≤B:ι(n)∈Z ρ(n)

)
= c∞

∏
p∈S\{∞}

∫
Up,jp

gp(x)dx.

Pour tout p ∈ S, on fixe une partition de Rp = ∪jUp,j . On choisit ~j = {jp}p∈S pour
que {Up,jp}p∈S soit une famille de représentants des partitions de Rp. De plus, on note
Z~j = {n ∈ Z : ∀p ∈ S ιp(n) ∈ Up,jp}.

a) Remarquons que

lim
B→∞

(
1
B

∑
|n|≤B
n∈Z~j

∏
v∈S

gv(n)
)

= c∞ ·
∏
p∈S

∫
Up,jp

gp(x)dx, (2.5)

car gp est constant sur Up,jp .
On a

lim
B→∞

1
B

∑
|n|≤B

∏
p∈S

gp(n) = lim
B→∞

1
B

∑
j̃ possibles
représentants

∑
|n|≤B
n∈Z~j

∏
p∈S

gv(n). (2.6)

Par la remarque 2.5 et parce que la somme sur les représentants ~j est finie, on obtient

lim
B→∞

1
B

∑
j̃ possibles
représentants

∑
|n|≤B
n∈Z~j

∏
p∈S

gv(n) = c∞ ·
∑
~j

∏
p∈S′

∫
Up,jp

gp(x)dx. (2.7)

Fixons ~i = {ip}p∈S′ l’un de ces représentants. On a, en se rappelant que les termes
étudiés précédemment sont négligeables et que

∏
p∈S′ gv(n) est constant sur l’intersection

des Up,jp , que∑
~j

∏
p∈S′

∫
Up,jp

gp(x)dx =c∞ ·
∏
p∈S

∫
Rp
gp(x)dx (2.8)

=
( ∏
p∈S′

µp(Up,ip)
)
· c∞ ·

∏
p∈S′

∫
Rp
gp(x)dx. (2.9)

b) Il reste à démontrer que

lim
B→∞

1
2B

∑
|n|≤B
n∈Z~j

1,=
∏
p∈S

µp(Up,jp), (2.10)



2.4. SIGNE MOYEN SUR UNE PROGRESSION ARITHMÉTIQUE 77

où µp est la mesure usuelle sur Zp.
On écrit Up,jp = ap + pepZp pour des ap ∈ Z et ep ≥ 0 appropriés. On a alors que

µp(Up,jp) = p−ep et donc ∏
p∈S

µp(Up,jp) =
∏
p∈S

p−ep .

Par le théorème chinois, les entiers n tels que ιp(n) ∈ Up,jp pour tout p ∈ S forment
une progression arithmétique de module m =

∏
p∈S p

ep . De ce fait, on a (2.10)= N/m et
donc

lim
B→∞

1
B

∑
|n|≤B
n∈Z~j

1 = lim
B→∞

1
B
· B
m

= 1
m

=
∏
p∈S

p−ep . (2.11)

Pour conclure, on rassemble tout ce que nous avons fait jusqu’à présent.

avZ
∏
v∈S

gv(n) = lim
ε→0

(
avZ

∏
v∈S

gv(n)
)

(par 2.4)

= lim
ε→0

(
lim
B→∞

1
2B
∑
n∈[−B,B]∩Z~j

∏
v∈Sgv(n)

1
2B
∑
n∈[−B,B]∩Z~j

1

)

= lim
ε→0

(
lim
B→∞

∑
j̃ possibles

représentants

1
B

∑
|n|≤B

∏
v∈S

n∈Up,jp

gv(n)

1
B

∑
|n|≤B
n∈Up,jp

1

)
(par 2.6)

= lim
ε→0

(∑
~j

c∞ ·
∏
p∈S\{∞}

∫
Up,jp

gp(x)dx∏
p∈S µ(Up,jp)

)
(par 2.10) et (2.11)

= c∞ · lim
ε→0

(∏
p∈S µ(Up,ip) ·

∏
p∈S

∫
Rp
gp(x)dx∏

p∈S µ(Up,ip)

)
(par 2.7)

= c∞ · lim
ε→0

( ∏
p∈S

∫
Rp
gp(x)dx

)

= c∞ ·
∏
p∈S

∫
Zp
gp(x)dx (par 2.2)

2.4.2 Surfaces avec j(T ) ∈ {0, 1728} ou non isotriviale sans place Im

Proposition 2.4.2. ([15, Prop. 7.7.])
Soit A une progression arithmétique que l’on écrit

A = a+mZ,

pour a,m ∈ Z.
Soit B(T ) ∈ Z[T ] un polynôme non nul qui vérifie la conjecture du crible des facteurs

carrés. Soit S un ensemble fini de places de Q. Pour tout v ∈ S soit une fonction gv bornée
presque partout localement constantes. Pour tout p 6∈ S soit hp une fonction
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(a) presque partout localement constante
(b) telle que |hp(n)| ≤ 1 pour tout n ∈ A
(c) telle que hp(n) = +1 si vp(B(n)) est pair.

Soit la fonction W (n) =
∏
v∈S gv(n) ·

∏
p 6∈S hp(n).

Alors
avAW (n) = c∞

∏
p∈S\{∞}

∫
Ap
gp(x)dx ·

∏
p 6∈S

∫
Ap
hp(x)dx.

où
Ap = a+mZp

et où, si ∞ 6∈ S, alors c∞ = 1, ou si ∞ ∈ S, alors c∞ est la valeur que prend g∞(x) pour
tout x positif assez grand.

Remarque 42. Soit une surface elliptique E qui est une surface elliptique isotriviale dont
j = 0 ou 1728 ou une surface non isotriviale sans place de type Im. Alors la proposition
2.4.2 dit, conditionnellement à la conjecture du crible des facteurs carrés sur B(n) que la
moyenne du signe sur A est

avAW (n) = −
∏
p∈S

∫
Ap
gp(x)dx ·

∏
p 6∈S

∫
Ap
hp(x)dx.

où S, gp et hp sont les fonctions données par le théorème 2.3.3.

Démonstration. Comme précédemment, on peut se ramener au cas A = Z par le change-
ment de variable x = a+mx′.

Cela repose d’abord sur la formule quand le produit est fini. Posons

WM (n) =
∏
v∈S

gv(n) ·
∏
p 6∈S

hp(n).

La technique de la proposition 2.4.1 permet de démontrer

avZWN (n) = c∞
∏
p∈S

∫
Zp
gp(x)dx ·

∏
p 6∈S,p<M

∫
Zp
hp(x)dx.

Nous démontrerons que chacun des côtés de cette équation tend vers le côté corres-
pondant de la formule à démontrer lorsque M →∞.

1) On veut démontrer

avZW (n) = lim
M→∞

avZWN (n).

Pour cela, on combine la conjecture du crible des facteurs carrés

#{n ≤ N | p2|B(n) pour n >
√
N} = o(N),

et le théorème 1.3.3

#{n ≤ N | p2|B(n) pour p entre M et
√
N} = N

M
+ o(N),

pour obtenir
#{n ≤ N | p2|B(n) pour p > M} = O(N

M
) + o(N).
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De là et par le fait que hp(n) = 1 pour tout p tel que p2 - B(n), on obtient que∣∣∣ ∑
n≤N

∏
v∈S

gv(n) ·
∏
p6∈S

hv(n)−
∑
n≤N

∏
v∈S

gv(n) ·
∏

p 6∈S,p<M
hv(n)

∣∣∣ = O(N
M

) + o(N),

d’où le résultat. En effet, lorsqu’on fait tendre N vers ∞, on obtient∣∣∣∣∣avZW (n)− avZ

( ∏
p∈S

gv(n)
∏

p 6∈S:p<M
hv(n)

)∣∣∣∣∣ = O( 1
M

),

et l’expression O( 1
M ) tend vers 0 quand M →∞.

2) On veut montrer l’égalité des parties de droite des équations. Pour cela il faut
prouver que ∏

p 6∈S

∫
Zp
hv(n) = lim

M→∞

∏
p 6∈S

∫
Zp
hv(n),

et pour ce faire il est suffisant de montrer

lim
M→∞

∏
p 6∈S,p≥M

∫
Zp
hv(n) = 1.

Rappelons (voir remarque 29) que le nombre de solutions t mod p2 à l’équation B(t) ≡
0 mod p2 est O(1), c’est-à-dire qu’il est borné. De plus, on a |hp(x)| ≤ 1 pour tout x ∈ Zp
et hp(x) = 1 quand vp(B(x, y)) > 2. Ces deux faits impliquent qu’on a∫

Zp
hp(n) = 1−O( 1

p2 ).

Donc ∏
p 6∈S,p≥M

∫
Zp
hp(n) =

∏
p≥M

1−O( 1
p2 ) = 1−O(

∑
m≥M

1
m2 ) = 1−O( 1

M
),

ce qui tend vers 1 lorsque M →∞.

2.4.3 Surfaces qui admettent des places de réduction Im

Proposition 2.4.3. [15, Prop. 7.11.]
Soit A une progression arithmétique. Soit P (T ) ∈ Z[T ] un polynôme non nul. Soit S

un ensemble fini de places de Q.
Pour tout v ∈ S soit une fonction gv bornée presque partout localement constantes.

Pour tout p 6∈ S soit hp une fonction qui est
(a) presque partout localement constante
(b) telle que |hp(n)| ≤ 1 pour tout n ∈ A
(c) telle que hp(n) = +1 si vp(P (n)) est pair.
Soit α une fonction Z→ C telle que |α(x)| ≤ 1 pour tout n et telle que

avAα(n) = 0 (2.12)

pour toute progression arithmétique A.
Soit la fonction W (n) = α(n)

∏
v∈S gv(n) ·

∏
p 6∈S hp(n). Alors

avAW (n) = 0. (2.13)
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On peut déduire le théorème suivant sur la variation du signe de surfaces elliptiques.

Corollaire 2.4.4. Soit E une surface elliptique possédant une place sur Q(T ) dont la
réduction est de type Im. En supposant que ME vérifie la conjecture de Chowla et que BE

vérifie la conjecture du crible des facteurs carrés, alors par le théorème 2.4.3

ava+mZW (n) = 0, (2.14)

pour toute progression arithmétique a+mZ.
En particulier, les ensembles W+ et W− sont tous deux de cardinalité infinie.

Remarque 43. On utilise, dans le cas du signe d’une surface elliptique, la fonction α(n) =
λ(ME (n)).

Démonstration. On pose pour tout N ∈ N la fonction

WN (n) = λ(M(n)) ·
∏
v∈S

gp(x) ·
∏

p 6∈S,p<N
hp(x).

Pour simplifier la notation, on réindexe le produit fini comme suit : on pose S′ =
S ∪ {p 6∈ S|p < N} et gp = hp pour p ∈ S′\S. On veut alors démontrer pour tout M ∈ N

ava+mZ
∏
v∈S′

gv(n) · α(n) = 0.

La démonstration est similaire à celle de la proposition 2.4.1.
De la même façon que pour cette proposition, on a∣∣∣∣∣∣ava+mZW (n)− av(a+mZ)∩Z

α(n) ·
∏
v∈S′

gv(n)

∣∣∣∣∣∣ = O

( 1
M

)
.

Pour finir, il est suffisant de démontrer que

lim
N ′→∞

(
1

N/m

∑
n∈(a+mZ)∩Z:|n|≤N ′

α(n)
∏
v∈S′

gv(n)
)

= 0

pour tout choix de ~j = {jp}p∈S′ , et pour cela, comme gp(x) est constant sur Up,jp , on doit
simplement montrer que

lim
N→∞

(
1

N/m

∑
α(n)

)
= 0,

pour tout choix de ~j. Cela est vrai par l’hypothèse 2.12 puisqu’étant donné que Z~j est une
progression arithmétique, alors (a + mZ) ∩ Z~j est soit une progression arithmétique, soit
vide.

On fait ensuite tendre M vers l’infini de chaque côté de l’équation. À droite, cela tend
bien entendu vers 0. Reste à montrer que

lim
M→∞

ava+mZ
(
α(n)

∏
v∈SM

gv(n)
)

= ava+mZ
(
α(n)

∏
p

gv
)
,

où SM = S ∪ {p 6∈ S : p < M} et gp = hp pour p ∈ SM\S. Cela se fait avec le même
argument que celui de la proposition 2.4.2.
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2.5 Signe moyen sur Q

2.5.1 Surface isotriviale telle que j(T ) 6= 0, 1728
Proposition 2.5.1. [15, Prop 7.2.] On note Zp = (Zp × Zp)\(pZp × pZp).

Soit S un ensemble fini de places de Q. Pour tout v ∈ S, soit gv : Qv × Qv → C
une fonction bornée qui est localement constante en dehors d’un ensemble fini de droites
passant par l’origine. Alors

avZp

∏
v∈S

gv(x, y) = c∞
∏

p∈S\{∞}

1
1− p−2

∫
Zp
gp(x, y)dxdy,

où c∞ = 1 si ∞ 6∈ S ou

c∞ = lim
B→∞

1
(2B)2

∫ B

−B

∫ B

−B
g∞(x, y)dxdy

si ∞ ∈ S .

Remarque 44. Soit E une surface elliptique isotriviale dont le j-invariant est différent de 0
et 1728. Le théorème 2.3.3 donne une formule du signe de fibres de E qui correspond aux
hypothèses de la proposition. On a dans ce cas g∞ = −1 et par conséquent, le terme c∞
est tout simplement −1.

Quant aux autres p ∈ S, on a g2(m,n) = W (Em
n

) si p = 2 et gp(m,n) = Wp(Em
n

) sinon.
Alors le signe moyen sur t = m

n ∈ Q s’écrit

avQ
∏
v∈S

gv(x, y) = −
∏
p∈S

1
1− p−2

∫
Zp
gp(x, y)dxdy,

où Zp = (Zp × Zp)\(pZp × pZp).
Remarque 45. En faisant cette moyenne, notre objectif est d’étudier les variations du signe
des fibres Et d’une courbe elliptique quand t varie sur Q. Aussi, nous excluons les (m,n) qui
sont premiers entre eux, car ceux-ci représentent un même t = m

n . En terme de valuation
p-adique, cela correspond aux (m,n) ∈ Z2 pour lesquels il existe un p premier tel que le
plongement de (m,n) dans Zp×Zp est dans pZp× pZp. Voilà pourquoi dans l’intégrale de
la proposition, on se limite à Zp = (Zp × Zp)\(pZp × pZp).
Remarque 46. Le terme 1− p−2 est simplement la mesure de Zp.

Démonstration. La démonstration se construit sur le modèle de la précédente avec quelques
variations.

Cette fois, nous posons Sp comme étant l’ensemble des droites passant par l’origine
sur lesquelles gp est localement constante. On prendra comme voisinage de ces droites des
sections : pour une droite d’équation y = ax, on définit l’ouvert

Up = {(x, y) ∈ Zp : |y/x− a|p < ε},

et on note Xp leur union. On pose Rp = Zp −Xp.
De la même façon que dans la version en une variable,
1. on compare les valeurs de

T =
∏
p∈S

∫
Op
gp(x, y)dxdy
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et
P =

∏
p∈S

∫
Rp
gp(x, y)dxdy,

afin de déduire qu’il est équivalent d’étudier limε→ε P pour obtenir la valeur de T
car leur différence est négligeable ;

2. On démontre que le signe moyen sur les (m,n) ∈ Up est négligeable (car
∑

(m,n)∈Up
∏
p∈S gv(m,n)

se comporte assymptotiquement comme
∑

(m,n)∈Up 1) ;
3. on utilise le point 2 pour étudier le signe moyen sur les (m,n) pour lesquels il existe
p tel que le plongement p-adique de (m,n) n’est pas dans Rp. D’une façon très
similaire, on démontre qu’il est négligeable.

La suite diffère légèrement. Pour alléger la notation, nous écrirons ιp(m,n) à la place
de (ιp(m), ιp(n)). De plus, on définit l’ensemble Z = {(m,n) ∈ Z |∀p ∈ S ιp(m,n) ∈ Rp}.

On s’intéresse à ∑
|m|,|n|≤B

∀p∈S:ιp(m,n)∈Rp

∏
p∈S

gp(m,n). (2.15)

On fixe une partition de Rp = ∪jUp,j , que l’on peut supposer finie car Rp est compact,
étant un fermé de Zp × Zp (car on lui enlève un nombre fini d’ouverts).

Comme précédement, on obtient

lim
B→∞

1
(2B)2

∑
|m|,|n|≤B

(m,n)∈Z

∏
v∈S

gv(m,n) =
( ∏
p∈S

µp(Up,ip)
)
·
∏
p∈S

∫
Rp
gp(x, y)dxdy. (2.16)

Pour compléter la démonstration, on veut démontrer que

lim
B→∞

1
(2B)2

∑
|n|≤B

(m,n)∈Z

1 =
∏
p∈S

µp(Up,ip), (2.17)

pour tout choix de représentant ~i.
On écrit Up,jp = (ap, bp) + pepZp × pfpZp pour des ap, bp ∈ Z et ep, fp ≥ 0 appropriés.

Ce sont des translatés de réseaux. On pose ηp = ep + fp. L’indice de Up,jp est [Z2 :
pepZ× pfpZ] = p

ηp
1 .

Par le lemme 2.2.2, Z := ∩1≤j≤kUp,jp est le translaté de réseau a + L d’indice [Z2 :
L] =

∏
j≤k p

ηj
j . Pour conclure, on utilise le lemme 2.2.3 pour démontrer que

lim
B→∞

∑
n∈Z∩[−B,B]

1 =
∏
j≤k

p
ηj
j .

2.5.2 Surface isotriviale avec j(T ) ∈ {0, 1728} ou sans place Im

Proposition 2.5.2. [15, Prop. 7.10.]
On note Zp = (Zp × Zp)\(pZp × pZp).
Soit B(m,n) ∈ Z[M,N ] un polynôme homogène non nul qui vérifie la conjecture du

crible des facteurs carrés.
Soit S un ensemble fini de places. Pour tout v ∈ S, soit une fonction gv bornée presque

partout localement constantes. Pour tout p 6∈ S, soit hp une fonction
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(a) presque partout localement constante
(b) telle que |hp(m,n)| ≤ 1 pour tout (m,n) ∈ Z

(c) telle que hp(m,n) = +1 si vp(B(m,n)) est pair.
Soit la fonction W (m,n) =

∏
v∈S gv(m,n) ·

∏
p 6∈S hp(m,n).

Alors la moyenne du produit des gv et des hv sur Q s’écrit

avQW (x, y) = c∞ ·
∏
p∈S

1
1− p−2

∫
Op
gp(x, y)dxdy ·

∏
p 6∈S

1
1− p−2

∫
Op
hp(x, y)dxdy,

où Zp = (Zp × Zp)\(pZp × pZp), et

c∞ =

1 si ∞ 6∈ S, et
limN→∞

1
(2N)2

∫N
−N

∫N
−N g∞(x, y)dxdy, si ∞ ∈ S.

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.5.3. Soit une surface elliptique qui est isotriviale avec j = 0 ou j = 1728
ou non isotriviale sans place de réduction Im. Alors, sous l’hypothèse que la conjecture du
crible des facteurs carrés soit vérifiée sur BE , la moyenne du signe sur Q s’écrit

avQW (n) = −
∏
p∈S

1
1− p−2

∫
Op
gp(x, y)dxdy ·

∏
p6∈S

1
1− p−2

∫
Qp
hp(x, y)dxdy,

où S, gp et hp sont l’ensemble et les fonctions données par le théorème 2.3.3.

Démonstration. Cela repose d’abord sur la formule quand le produit est fini, c’est-à-dire
la proposition 2.5.1. On a

avQ
∏
p∈S

gp(x, y) ·
∏

p 6∈S,p<M
hp(x, y)

= c∞
∏
p∈S

1
1− p−2

∫
Zp
gp(x, y)dxdy ·

∏
p 6∈S,p<M

1
1− p−2

∫
Zp
hp(x, y)dxdy.

Nous verrons que chaque membre de cette équation tend vers les côtés correspondants
de la formule à démontrer lorsque M →∞.

On s’intéresse d’abord au membre de gauche : on veut démontrer

avQ(W (x, y)) = lim
M→∞

avQ(
∏
v∈S

gv(x, y) ·
∏

p 6∈S,p<M
hv(x, y)).

On étudie la variation de∣∣∣avZW (x, y)− avZ (
∏
v∈S

gv(x, y) ·
∏

p 6∈S,p<M
hv(x, y))

∣∣∣
et on montre qu’elle est O( 1

M ), donc tend vers 0 lorsque M →∞.
Pour cela, on combine la conjecture du crible des facteurs carrés

#{n,m ≤ N |p2|B(m,n) pour p > N} = o(N2),
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et le théorème 1.3.3 pour les polynômes homogènes en deux variables :

#{m,n ≤ N |p2|B(m,n) pour p entre M et
√
N} = N2

M
+ o(N2),

pour obtenir

#{m,n ≤ N |p2|B(m,n) pour p > M} = O(N
2

M
) + o(N2).

De là et par le fait que hp(m,n) = 1 pour tout p tel que p2 - B(m,n), on obtient que∣∣∣∣∣∣
∑

m,n≤N

∏
v∈S

gv(m,n) ·
∏
p6∈S

hv(m,n)−
∑

m,n≤N

∏
v∈S

gv(m,n) ·
∏

p 6∈S,p<M
hv(m,n)

∣∣∣∣∣∣ = O(N
2

M
)+o(N2),

d’où le résultat.

On veut maintenant montrer l’égalité des parties de droites des équations, et pour cela
il faut prouver que ∏

p 6∈S

∫
Zp
hv(m,n) = lim

M→∞

∏
p 6∈S

∫
Zp
hv(m,n),

et pour ce faire il est suffisant de montrer

lim
M→∞

∏
p6∈S,p≥M

∫
Zp
hv(m,n) = 1.

On rappelle (voir remarque 29) que le nombre de solutions m,n mod p2 à l’équation
B(m,n) ≡ 0 mod p2 est O(p2), c’est-à-dire qu’il est borné. De plus, on a |hp(x, y)| ≤ 1
pour tout x, y ∈ Zp et hp(x, y) = 1 quand vp(B(x, y)) > 2. Ces deux faits impliquent qu’on
a ∫

Zp
hp(m,n) = 1−O( 1

p2 ).

Donc

∏
p 6∈S,p≥M

∫
Zp
hp(n) =

∏
p≥M

1−O
( 1
p2

)
= 1− o

 ∑
m≥M

1
m2

 = 1− o
( 1
M

)
,

ce qui tend vers 1 lorsque M →∞.

Corollaire 2.5.4. Soit E une surface elliptique non isotriviale sans place de réduction de
type Im. On suppose que BE respecte la conjecture du crible des facteurs carrés. Alors

−1 < avQW (Et) < +1.

La démonstration de ce corollaire se base sur le lemme suivant dont la démonstration
est élémentaire.

Lemme 2.5.5. ([27, Lemme 2.3]) Soit Q(T ) et P (T ) ∈ Z[T ] avec Q(T ) non constant.
Soit R = Res(P,Q) le résultant de P et de Q, et soit ∆Q, le discriminant de Q. On
suppose que R et ∆r 6= 0. Soit P0 un ensemble fini de nombres premiers.

Alors il existe un nombre premier p0 6∈ P0 et n un entier positif tel que p2
0 | Q(n) et

p−2
0 P (n)Q(n) ≡ 1 mod p0.

En particulier, p2
0 || Q(n) et p0 - P (n).



2.5. SIGNE MOYEN SUR Q 85

Démonstration. Par le corollaire 2.5.3, il est suffisant de montrer

|
∏
p6∈S

∫
Zp
hp(x, y)dxdy| < 1.

En se rappelant de la manière dont les fonctions hp(x, y) sont définies, on sait que hp(x, y) =∏
P∈B′ hP,v(x, y) où hP,v = +1 pour au plus un des v 6∈ S, où les hP,v sont définies dans

la démonstration du théorème 2.3.3. Plus précisément, on a∏
p 6∈S

hp(x, y) =
∏
v 6∈S

∏
P∈B′

hP,v(x, y)

=
∏
P∈B′

∏
p 6∈S

hP,v(x, y)

=
∏
P∈B′

hE ,δ,P (x, y), où δ =
∏

p∈S\{∞}
p

Soit Q un polynôme irréductible associé à une place de réduction I∗m.
La conjecture du crible des facteurs carrés permet de sélectionner F ⊆ Z un ensemble

infini de paires (m,n) telles que pour chaque P ∈ B′\{Q} la valeur de P (m,n) est sans
facteur carré. Sur cet ensemble, on a hE ,δ,P = +1 pour tout P ∈ B′\{Q}. Par conséquent,
pour (x, y) ∈ F on a ∏

p 6∈S
hp(x, y) = hE ,δ,Q(x, y) (2.18)

=
∏
p 6∈S
−
(−c6(x, y)

p

)vp(Q(x,y))−1
(2.19)

Pour compléter la démonstration, il faut que F contienne deux ensembles infinis de
paires pour lesquels la valeur de hE ,δ,Q est de signe opposé et que de plus ces ensembles
soient de proportion positive.

Explicitement, on cherche à construire des ensembles infinis F1,F2 de paires d’entiers
premiers entre eux telles que

1. pour tout (m1, n1), (m2, n2) ∈ F1∪F2, on a (m1, n1) ≡ (m2, n2) mod NE une classe
de congruence non nulle pour NE l’entier correspondant à E donné par le théorème
5.2.3 ;

2. pour tout (m,n) ∈ F1, p−2
0 Q(m,n) = c2l est un entier sans facteur carré premier à

NE , pour un nombre premier p0 tel que (c6(x, y)/p0) = +1 ;
3. pour tout (m,n) ∈ F2, Q(m,n) = c2l est un entier sans facteur carré premier à NE .
Ceci est possible grâce au crible des valeurs dans facteurs carrés 1.3.5 (valable car la

conjecture des facteurs carrés est supposée vérifiée) et au lemme 2.5.5. Ce dernier assure
l’existence d’un tel p0. (On pose P (x, y) = −c6(x,y)

Q(x,y)3 pour obtenir que p−2
0
−c6(x,y)
Q(x,y)2 ≡ 1

mod p0. Par conséquent, −p−6
0 c6(x, y) est un carré modulo p0.) De plus, remarquons que

les ensembles F1 et F2 donnés par le crible sont de proposition positive, car ils sont tirés
de l’estimation de la conjecture sans facteur carré.

Par la proposition 5.2.10, on aura pour tout (m,n), (m′, n′) ∈ Fi (i = 1, 2)

W (m,n) = W (m′, n′)

et par la proposition 5.2.11, on aura pour tout (m1, n1) ∈ F1, (m2, n2) ∈ F2

W (m1, n1) = −W (m2, n2).
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Sur l’union F1 ∪F2, on aura par conséquent

|avF1∪F2W (m,n)| < 1,

d’où le résultat pour la moyenne sur Q.

Remarque 47. On utilise la même idée, c’est-à-dire la construction des ensembles F1 et
F2, dans les travaux de Manduchi [27], ceux de Várilly-Alvarado [51], ainsi que dans la
démonstration du théorème 5.0.8 dans le chapitre 5. Nous invitons le lecteur déçu du
manque de précision de la démonstration du corollaire 2.5.4 à consulter le chapitre 5 qui
contient davantage de détails.

2.5.3 Surfaces admettant des places de type Im

Proposition 2.5.6. [15, Prop. 7.12.]
On note Z = (Z× Z)\{(x, y)|pgcd(x, y) 6= 1}.
Soit B(m,n) ∈ Z[M,N ] un polynôme homogène non nul qui vérifie la conjecture du

crible des facteurs carrés.
Soit S un ensemble fini de places. Pour tout v ∈ S, soit une fonction gv bornée presque

partout localement constantes. Pour tout p 6∈ S, soit hp une fonction
(a) presque partout localement constante
(b) telle que |hp(m,n)| ≤ 1 pour tout (m,n) ∈ Z

(c) telle que hp(m,n) = +1 si vp(B(m,n)) est pair.
Soit α : Z× Z→ C une fonction telle que

avS∩(a+L)∩Z α(x, y) = 0, (2.20)

pour tout secteur S et tout réseau a+ L tel que L ∩Z est non vide.
On suppose de plus que |α(x, y)| ≤ 1 pour tout (x, y) ∈ Z .
Soit la fonction W (m,n) =

∏
v∈S gv(n) ·

∏
p 6∈S hp(m,n).

Alors
avS∩(a+L)∩ZW (x, y) = 0, (2.21)

pour tout secteur S et tout réseau L.

Remarque 48. Dans cette proposition, on peut prendre Z2 plutôt que Z (autrement dit,
on ne suppose plus que pgcd(x, y) = 1) sans que la conclusion soit modifiée. Ceci est
démontré par [15, Lemme 7.13] et [15, Lemme 7.14].

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.5.7. Soit E une surface elliptique qui admet au moins une place de réduction
multiplicative. On fait les hypothèses suivantes :

1. BE vérifie la conjecture du crible des facteurs carrés, et
2. ME vérifie la conjecture de Chowla.
Alors la moyenne du signe des fibres sur Q est

avQW (Et) = 0.

Remarque 49. On peut aller dans la direction inverse : si le signe moyen des fibres d’une
surface elliptique est 0, alors la conjecture de Chowla est vérifiée pour ME . Ces faits sont
démontrés par [15, Prop. 7.15] et [15, Prop. 7.16].
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Démonstration. On procède comme dans la démonstration de 2.4.3, mais en utilisant les
arguments de 2.5.1 plutôt que ceux de 2.4.1.

Il est suffisant de montrer que pour tout N1 un entier assez grand, on a

avS∩(a+L)∩Z α(x, y) ·
∏
v∈S

gv(x, y) ·
∏

p 6∈S;p≤N1

hp(x, y) = 0,

car le même argument que dans 2.5.2 permettra de conclure l’égalité 2.21.

Soit un entier N1. Pour simplifier la notation, on réindexe le produit fini comme suit :
on pose S′ = S ∩ {p 6∈ S | p < N1} et gp = hp pour p ∈ S′\S.

1) Chaque fonction gv est localement constante en dehors d’un nombre fini de droites
de Qv ×Qv. On recouvre ces droites par un ensemble Xv défini comme l’union de section
suffisament étroit (en terme d’angle) autour de ces droites.

Si v = ∞, on construit Xv avec une restriction supplémentaire. Le nombre d’entier
−N ≤ x, y ≤ N contenu dans un secteur d’angle ε dans R2 = Q2

∞ est O(ε). Ainsi on prend
soin de prendre chaque secteur de X∞ d’angle ≤ ε, afin d’avoir

|{−N2 ≤ x, y ≤ N2 : (x, y) ∈ X∞}| = O(εN2
2 ).

Si v est finie, alors Xv consiste en une union d’ensembles de la forme {(x, y) ∈ Qv×Qv :
x/y ∈ Bp} où Bp ⊂ Qv est une boule d’aire ≤ ε.

a) Donc, la contribution totale des ensembles Xv au signe est O(ε).
On pose Rv = Qv\Xv et ιv(m,n) l’inclusion de Z dans Qv. Soit

Z = {(x, y) ∈ Z | ιv(m,n) ∈ Rv pour tout v ∈ S′}.

Nous venons de montrer que

avS∩(a+L)∩Z α(x, y)
∏
v∈S′

gv(x, y) = avS∩(a+L)∩Z α(x, y)
∏
v∈S′

gv(x, y) +O(ε).

b) Pour tout v ∈ S, la fonction gv est localement constante sur Rv.
L’ensemble R∞ ∈ R2 est l’union de la fermeture d’une quantité finie de secteur disjoints

{U∞,j}. Les secteurs étant connexes, g∞ est constant sur chaque secteur.
Pour tout p ∈ S′, l’ensemble Rp est compact. Par conséquent, on peut le recouvrir

d’un nombre fini de boule Up,j dans Qp. Sur chacune de ces boules, gp est constant.
On montre que la moyenne est 0 sur tout ensemble de la forme Cela est vrai car le

produit
∏
v∈S′ gv(x, y) est constant sur chaque F~j et l’hypothèse 2.20 garantie que α(x, y)

est de moyenne 0 sur F~j .

2.6 Conclusions sur la variation du signe

La valeur de la moyenne du signe sur Q ou sur un sous-ensemble donne des informations
sur la variation du signe de l’équation fonctionnelle.

Une surface dont le signe est constant sur toute fibre est telle que avKW (Et) est
de cette même valeur sur tout sous-ensemble de K ⊆ Q. Une conséquence de ceci est
que pour toute surface de signe moyen différent de +1, les points rationnels sont denses
conditionnellement à la conjecture de parité. Par conséquent, pour une surface E telle que
−1 < avQW (Et) < +1, les ensembles W± sont tous deux de cardinalité infinie.
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2.6.1 Surfaces isotriviales telles que j(T ) 6= 0, 1728
Soit E une surface elliptique isotriviale qui est une famille de twists quadratiques.

Dans ce cas, la proposition 2.4.1 dit que la moyenne du signe sur Q est un produit fini
d’intégrale.

Pour tout p ∈ S, on a que gp : Qp → [−1, 1], la fonction associée à E par le théorème
2.3.3, est telle que ∫

Qp
gp(x)dx ∈ [−1, 1],

et en particulier on a ∣∣∣ ∫
Qp
gp(x)dx

∣∣∣ ≤ 1.

Par conséquent, il suffit qu’un seul des gp varie pour que le signe global varie également.
Il est toutefois possible que le signe soit constant. Des exemples de telles surfaces sont
donnés dans [51], [3], par les théorèmes 4.2.6 et 4.2.9 de cette thèse ou par la proposition
suivante

Proposition 2.6.1. [15, Corollaire 7.4.] Soit E la courbe elliptique donnée par l’équation
de Weierstrass

y2 = x3 + ax+ b

où a, b ∈ Q et pour tout t ∈ Q, soit la courbe

Et : ty2 = x3 + ax+ b.

Alors il existe un polynôme f ∈ Q[T ] tel que la fonction définie par

t→W (Ef(t))

est constante sur Q\{zéros de f dans Q}.

Remarque 50. Dans la démonstration de cette proposition, Helfgott exhibe la surface
définie par les twists quadratiques par une fonction de la forme

f(t) = 33tm + 42,

où m = 2k54∏
p∈S (p2 − 1), k un entier positif assez grand.

2.6.2 Surfaces non isotriviales sans place de réduction Im

Théorème 2.6.2. [15] Soit E une surface elliptique sur Q. On fait les hypothèses sui-
vantes :

1. tout polynôme P associé aux places de mauvaise réduction (sauf type I∗0 ) est tel que
degP ≤ 6.

2. E n’admet pas de place générique de type Im,
Alors, W+(Q) et W−(Q) sont infinis.

Démonstration. La démonstration découle directement du corollaire ??.

La formule donnée par la proposition 2.4.2 peut être utilisée pour calculer la valeur
de la moyenne du signe des fibres. Cependant, ce calcul est fastidieux. Helfgott traite en
appendice l’exemple suivant, où la moyenne est ∼ −.15294.
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Exemple 1. On pose f1 = −5− 2T 2 et f2 = 2 + 5T 2.
Soit E la surface elliptique isotriviale décrite par l’équation

E : y2 = x3 − 27c4(T )x− 54c6(T ),

c4 = f1f2(f3
1 − f3

2 )2 et c6 = 1
2(f3

1 + f3
2 )(f3

1 − f3
2 )3.

Alors on a

avQW (E (x/y)) = − 19
112 ·

∏
p6=2,3,7,19

(
1− ap

p−2(1− p−1)
(1− p−2)

)
,

où ap est le nombre de racines de l’équation

(19t4 + 11t2 + 19)(t2 + 1) ≡ 0 mod p

dans Z/pZ.

2.6.3 Surfaces avec place de réduction Im

Théorème 2.6.3. [15] Soit E une surface elliptique définie sur Q. On fait les hypothèses
suivantes :

1. tout polynôme P associé aux places de mauvaise réduction (sauf type I∗0 ) est tel que
degP ≤ 6,

2. degME ≤ 3, ou encore ME est un produit de degré arbitraire de formes linéaires.
Alors, W+(Q) et W−(Q) sont infinis.

Démonstration. Ce théorème se déduit directement de la proposition 2.5.6 si E a des places
de réductions Im et du corollaire 2.4.4 sinon.

2.7 Comparaison avec les travaux de Manduchi

2.7.1 Surface non isotriviale sans place de type Im

Théorème 2.7.1. [27, Théorème 1] Soit E une surface elliptique non isotriviale On sup-
pose que

1. les polynômes associés aux places de mauvaise réduction (sauf de type I∗0 ) ont degrés
inférieurs ou égaux à 6,

2. il n’y a pas de place de réduction Im.

Helfgott ne démontre pas la variation du signe sur davantage de surface elliptique sans
place de réduction Im que Manduchi. Il remarque cependant que les travaux de celle-ci
peuvent être étendus à toutes surfaces dont le polynôme BE (x, y) respecte la conjecture
du crible des facteurs carrés.

2.7.2 Surface avec place de type Im

Théorème 2.7.2. [27, Théorème 2] Soit E une surface elliptique non isotriviale. On
suppose que

1. les polynômes associés aux places de mauvaise réduction (sauf de type I∗0 ) ont degrés
inférieurs ou égaux à 3,
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2. degM = 1.

Les travaux de Manduchi utilisent les conjectures de Chowla et du crible des facteurs
carrés dans leurs versions pour les polynômes en une variable. Une des innovations de
Helfgott est que sa preuve utilise les conjectures sous forme homogène. Elle est donc
inconditionnelle dans davantage de cas.



3

Variation du signe des fibres sur
les surfaces elliptiques isotriviales

Une surface elliptique isotriviale est une surface elliptique E dont la fonction du j-
invariant est constante. On observe qu’elle doit avoir la forme d’une famille de twists
d’une courbe elliptique donnée. Ces surfaces elliptiques sont de trois types :

1. y2 = x3 + af(T )2x+ bf(T )3, où f(T ) est sans facteur carré et ab 6= 0 (dans ce cas,
j(T ) ∈ Z\{0, 1728}),

2. y2 = x3 + f(T )x, où f(T ) est sans facteur qui est une puissance quatrième (j(T ) =
1728),

3. y2 = x3 + f(T ), où f(T ) est sans facteur qui est une puissance sixième (j(T ) = 0).
Dans ce chapitre, on étudie les variations de la fonction du signe des fibres de ces

surfaces t→W (Et). En particulier, on veut vérifier si les ensembles

W±(E ) = {t ∈ Q∗|W (Et) = ±1}

sont de cardinalité infinie. Le cas échéant, la conjecture de parité garantit la densité des
points rationnels. (Plus précisément, il suffit que #W−(E ) =∞.)

La spécificité des surfaces elliptiques isotriviales est que le signe de l’équation fonction-
nelle des fibres est parfois constant. Pour les surfaces où le signe prend uniquement des
valeurs +1, on ne peut rien conclure à partir de l’étude du signe sur la densité des points
rationnels de ces surfaces.

3.1 Surfaces de la forme H(T )y2 = x3 + ax + b

3.1.1 Théorème de variation

Le théorème suivant décrit la variation du signe sur les surfaces elliptiques isotriviales
de type général. Remarquons que ces surfaces sont caractérisées par le fait que les places
génériques sont uniquement de type I0 ou I∗0 .

Théorème 3.1.1. Soit E une courbe elliptique donnée par l’équation de Weierstrass

y2 = x3 + ax+ b,

où a, b ∈ Z sont tels que ab 6= 0.
Pour t ∈ Z− {0}, on définit Et : ty2 = x3 + ax+ b.
Alors
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1. Il existe M entier tel que, pour t sans facteur carré, le signe W (Et) ne dépend que
de la classe de congruence de t modulo M.

2. Le signe W (Et) n’est pas constant quand t varie dans Q×.

Remarque 51. On choisit t0, . . . , tm des représentants de chaque classe moduloM qui n’ont
pas de facteur carré. On pose S = {t0, . . . , tm}. Le deuxième point du théorème 3.1.1 peut
être plus explicitement formulé comme suit :

Pour toutes valeurs de a, b ∈ Z∗ telles que 4a3 + 27b2 6= 0, il existe une partition
non-triviale S = S+ t S− telle que

W (Et) = +1⇔ [t]M ∈ S+

W (Et) = −1⇔ [t]M ∈ S−,

où [t]M désigne la classe de t′ modulo M , où t′ est la partie de t dépourvue de facteur
carré.

Soit t ∈ Q×, que l’on écrit t =
(
c
d

)2 t1
t2

avec c, d ∈ Z, et t1, t2 des entiers sans facteur
carré, premiers entre eux. On a alors Et : ty2 = x3 + ax+ b isomorphe à Et1t2 et

W (Et) = ±1⇔ (t1t2 mod M) ∈ S±.

Corollaire 3.1.2. Soit la surface elliptique E : f(T )y2 = x3 + ax+ b, où a, b ∈ Q et f(T )
une fonction rationnelle sur Q.

S’il est possible de trouver une infinité de paires (t1, t2) pour lesquelles les parties libres
de carré de f(t1) et de f(t2) tombent dans deux classes de congruences de signes opposés,
alors la conjecture de parité implique que l’ensemble E (Q) des points rationnels de E est
dense pour la topologie de Zariski.

Remarque 52. Pour une surface d’équation E : f(t)y2 = x3 + ax + b où f(t) est un poly-
nôme quadratique, on démontre inconditionnellement la densité de E grâce à un argument
géométrique (voir section 4.2.1).

3.1.2 Comparaison avec Rohrlich

Rappelons le théorème de Rohrlich déjà énoncé dans l’introduction (théorème 0.1.6)

Théorème 3.1.3. [38, Théorème 2] Soit a, b ∈ Z tel que ab 6= 0. On considère la courbe
elliptique définie par l’équation E : y2 = x3 +ax+ b si ∆ 6= 0. Soit f(t) ∈ Z[t] et la famille
de tordues quadratiques définie par l’équation

Ef(t) : f(t)y2 = x3 + ax+ b

Alors, l’une des deux propositions suivantes est vraie :
1. Les ensembles W+ et W− sont denses dans R.
2. Les ensembles W+ et W− sont {t ∈ Q|f(t) < 0} et {t ∈ Q|f(t) > 0}.

De plus, pour E donnée,
1. il existe f tel qu’on est dans le cas 2 et tel que le nombre de changements de signe

de f sur R dépasse n’importe quelle valeur préassignée.
2. si en outre E a bonne réduction sur une extension abélienne de Q, on est dans le

cas 2.
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Si l’on cherche à savoir si une famille de tordues d’une courbe elliptique est de signe
constant, on obtient de ce théorème les conclusions suivantes :

1. si E a bonne réduction sur Qab alors Ef(t) est de signe constant si et seulement si
f(t) est de signe constant pour tout t ∈ Q,

2. si E n’a pas bonne réduction sur Qab, alors
(a) si f(t) n’est pas de signe constant, alors W+ et W− sont de cardinalité infinie.
(b) si f(t) > 0 (ou < 0), alors le théorème de Rohrlich ne permet pas de conclure

directement. Pour savoir si le signe est constant ou non, on doit utiliser le théo-
rème 3.1.1. Il faut déterminer les valeurs de la partie sans facteur carré de f(t)
modulo M (pour l’entier donné par le théorème, qui dépend des coefficients
d’une équation de Weierstrass de E) et vérifier dans quelles classes d’équiva-
lences ces valeurs tombent. Les fibres en des valeurs tombant dans la même
classe d’équivalence seront de même signe. On étudiera donc simplement la
variation du signe d’un choix de représentants de ces classes.

De plus, Rohrlich ne dit rien sur les cas où ab = 0. Nous traitons ces cas dans les
théorèmes 3.2.1 et 3.2.2.

3.1.3 Constance locale des signes locaux

Lemme 3.1.4. Soit la famille isotriviale des formes tordues

E : y2 = x3 + at2x+ bt3,

où a, b ∈ Z et t ∈ Z − {0}. On pose ∆(t) = ∆0t
6 la fonction des discriminants de cette

famille, où ∆0 = 4a3 + 27b2.
Pour chaque t ∈ Z−{0}, soit t′ l’entier dépourvu de facteur carré tel que t = c2t′ pour

c un entier approprié.
Soit p un nombre premier tel que p|6∆0.
Alors il existe αp un entier tel que, lorsqu’on fait varier t de telle sorte que t′ reste

dans la même classe de congruence modulo pαp, le signe local en p de Et est invariant.

Démonstration. Soit ∆0 le discriminant de E1. Soit t un entier, et la décomposition t =
t0t1, où t0 est un produit de facteurs premiers de ∆0 et t1 est un entier premier avec ∆0.

Si p ≥ 5 et que vp(t) = 2, on aura vp(∆Et) = vp(∆0) + 12vp(t1). Puisque p - t1, alors
vp(∆Et) = vp(∆0). Or, on sait que le signe d’une courbe reste invariant lorsqu’elle est
tordue par une puissance douzième. Connaître t modulo p2 suffit donc pour connaître
Wp(Et).

Soit, pour p = 2, 3 et l = 4, 6, les entiers cl,p tels que cl = pvp(t)cl,p. Les formules que
l’ont trouve grâce aux tables [13] ne dépendent en effet que de la valuation 2-adique et
3-adique de c4 et de c6 ainsi que du reste de c4,2, c4,3, c6,2, c6,3 modulo certaines puissances
de 2 ou de 3.

3.1.4 Signes locaux en 2 et 3

Soit E : y2 = x3− 27c4(T )x− 54c6(T ) une surface elliptique de discriminant ∆(T ). Le
signe local en p = 2, 3 d’une fibre Et en t ∈ Z dépend des valeurs du triplets

(vp(c4(t)), vp(c6(t)), vp(∆(t))).

Connaissant la valeur de ce triplet, on consulte les tableaux [37, Table II, III] pour obtenir
une façon de calculer le signe local.
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Dans le cas de E : y2 = x3 + aT 2x+ bT 3, ce triplet est de valeur

(vp(a) + 2vp(t), vp(b) + 3v3(t), vp(∆) + 6vp(t))

pour toute valeur de t ∈ Z. Ainsi, la valeur du triplet (vp(a), vp(b), vp(∆)) nous donne
toutes les informations nécéssaires pour calculer le signe local en p en toute fibre de la
surface. Dans ce qui suit, nous sélectionnons les triplets dont les surfaces E : y2 = x3+ax+b
tels que leur signe local est décrit par une formule spécifique.

Lemme 3.1.5. Soit E : y2 = x3+ax+b une courbe elliptique et soit Et : y2 = x3+at2x+bt3
la tordue de E par t ∈ Z. On pose t2, b2 et ∆2 les entiers tels que t = 2v2(t)t2, b = 2v2(b)b2
et ∆ = 2v2(∆)∆2.

Alors W2(Et) =
(
−1
t2

)
pour tout t ∈ Z si et seulement si le triplet (v2(a), v2(b), v2(∆))

fait partie des choix suivants :
1. (0, 0, 0) ou (2, 3, 6), et que de plus b2 ≡ ∆2 ≡ 3 mod 4 ; ou
2. (≥ 4, 3, 0) ou (≥ 6, 6, 6), et que de plus b2 ≡ 1 mod 4.

Démonstration. Soit E : y2 = x3 +ax+ b une courbe elliptique et soit ∆ son discriminant.
Pour tout t ∈ Z∗, on considère la tordue de E par t, Et : ty2 = x3 + ax+ b.

Nous listerons ici les conditions sur les coefficients a, b et ∆ pour que le signe en 2
des fibres Et soit W2(t) =

(
−1
t2

)
pour tout t. On peut classifier les surfaces par le triplet

(v2(a), v3(b), v2(∆)), et trouver la formule de leur signe en 2 grâce au tableau de Rizzo [37,
Table III]. Pour commencer, on sélectionne les surfaces telles que W2(Et) = (−1

t ) lorsque
2 - t. Pour sélectionner ces triplets et déterminer les conditions supplémentaires correspon-
dantes, nous avons procédé de la manière suivante, dont nous donnerons seulement deux
exemples, les autres se traitant de manière similaire.

Si (v2(a), v2(b), v2(∆)) = (0, 0, 0), alors la table de Rizzo donne la formule suivante
pour le signe des fibres en t impair :

W2(Et) =
{

+1 si c6t
3 ≡ 3 mod 4

−1 sinon.

On veutW2(Et) = +1⇔ t ≡ 1 mod 4, ce qui est possible si et seulement si c6 ≡ 3 mod 4.
Si (v2(a), v2(b), v2(∆)) = (2, 4, 0), alors la table de Rizzo donne la formule suivante

pour le signe des fibres en t impair :

W2(Et) =
{

+1 si c4 ≡ 1 mod 4 et si c4 + 4c6t
3 ≡ 9, 13 mod 16,

−1 sinon.

On veut W2(Et) = +1 ⇔ t ≡ 1 mod 4, ce qui est possible si et seulement si c4 ≡ 1, 13
mod 16 et c6 ≡ 3 mod 4, ou si c4 ≡ 5, 9 mod 16 et c6 ≡ 1 mod 4.

En procédant d’une façon similaire pour tous les autres triplets, on obtient la liste
suivante dont les surfaces associées vérifient W2(Et) =

(
−1
t

)
pour tout t ∈ Z.

— (0, 0, 0), si de plus c6 ≡ 3 mod 4,
— (≥ 4, 3, 0), si de plus c6 ≡ 1 mod 4,
— (2, 4, 0), si l’une des conditions suivantes est respectée :

— c4 ≡ 1, 13 mod 16 et c6 ≡ 3 mod 4 ;
— c4 ≡ 5, 9 mod 16 et c6 ≡ 1 mod 4,

— (2, 5, 0), si l’une des conditions suivantes est respectée :
— c4 ≡ 1, 5 mod 16 et c6 ≡ 1 mod 4 ;
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— c4 ≡ 9, 13 mod 16 et c6 ≡ 3 mod 4,
— (2, 3, 1), si l’une des conditions suivantes est respectée :

— c4 ≡ 15 mod 16 et c6 ≡ 1 mod 4 ;
— c4 ≡ 7 mod 16 et c6 ≡ 3 mod 4,

— (2, 3, 6), si c6 ≡ ∆ mod 4,
— (≥ 4, 4, 2), si c6 ≡ 1 mod 4,
— (3, 5, 3), si l’une des conditions suivantes est respectée :

— c4 ≡ 1, 7 mod 8 et c6 ≡ 1 mod 4 ;
— c4 ≡ 3, 5 mod 16 et c6 ≡ 3 mod 4,

— (2, 3,≥ 4) si c6 ≡ 3 mod 4,
— (≥ 6, 5, 4) si c6 ≡ 3 mod 4,
— (≥ 6, 6, 6), si c6 ≡ 1 mod 4,
— (4, 6, 7) si c6 ≡ 1, 5 mod 8 et c4 ≡ 5 mod 8
— ≥ 7, 7, 8, si c6 ≡ 3 mod 4
— (6, 8, 10), si c4c6 ≡ 3 mod 4 et
— (≥ 7, 8, 10), si c6 ≡ 3 mod 4.
La dernière étape est de ne retenir que les triplets (munis de leurs conditions particu-

lières) tels que W2(E2t) = W2(Et). Pour chaque cas listé, on vérifie si le triplet d’une fibre
en 2t, c’est à dire (v2(a) + 2, v2(b) + 3, v2(∆) + 6) est également tel que le signe local en 2
est W2(E2t) =

(
1
t

)
. On trouve ce faisant les cas listés dans l’énoncé.

Lemme 3.1.6. Soit E : y2 = x3 + ax + b une courbe elliptique non singulière et Et :=
y2 = x3 + at2x+ bt3 la tordue de E par t ∈ Z.

Alors le signe local en 3 est égal à W3(Et) = (−1)v3(t) pour tout t ∈ Z si et seulement
si le triplet des valeurs (v3(a), v3(b), v3(∆)) fait partie d’un des suivants :

1. (0, 0, 0),
2. (1,≥ 3, 0) ou
3. (1, 2, 0) et que de plus a ≡ 2 mod 3.

Démonstration. Soit t ∈ Z un entier.
Si t est tel que 3 - t. Alors le signe local en 3 est donné par la formule du tableau [37,

Table II] correspondant à (v3(a), v3(b), v3(∆)).
Si v3(t) est impair, alors le triplet associé est (v3(a) + 2, v3(b) + 3, v3(∆) + 6)
Pour déterminer les conditions sur a, b pour que le signe local en 2 ait la forme voulue,

on commence par sélectionner les triplets tels que W3(Et) = +1 pour tout t ∈ Z premier à
3. Ceux-ci font partie de la liste suivante : (0, 0, 0), (1,≥ 3, 0), (1, 2, 0), (2,≥ 5, 3), (2, 3, 4),
(3, 5, 6) (si de plus a ≡ 2 mod 3) et (4,≥ 8, 9).

Ensuite, on ne retient que ceux tels queW3(E3t) = −W3(Et), c’est-à-dire (0, 0, 0), (1,≤
3, 0) et (1, 2, 0) (si de plus a ≡ 2 mod 3).

3.1.5 Monodromie des types de réduction des fibres

Soient des entiers a, b. Soit E la courbe elliptique représentée par l’équation de Weiers-
trass

E : y2 = x3 + ax+ b,

et soit ∆0 son discriminant que l’on suppose minimal.
Pour tout t ∈ Z− {0}, on définit la tordue de E en t

Et : y2 = x3 + at2x+ bt3.
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Soit t0 un entier sans facteur carré et premier avec ∆0. Soit λ un entier sans facteur
carré et premier avec t0. Soit p un nombre premier différent de 2 ou 3. On cherche à
comparer Wp(Et0) et Wp(Eλt0).

On pose Dp ∈ {−1,+1} l’entier tel que Wp(Et0) = DpWp(Eλt0).

1. Supposons que p - ∆0. Dans ce cas, la courbe Et0 est de réduction de type I0 en p.

(a) Si p - λ, la réduction de Eλt0 en p reste de type I0 et on a Dp = +1.

(b) Si p | λ, la réduction de Eλt0 en p est I∗0 . On a donc Dp =
(
−1
p

)
.

2. Supposons que p | ∆0. On a que Dp dépend du type de réduction en p de E.

(a) Si p - λ et que la réduction de E n’est pas multiplicative, on a Dp = +1. Si la
réduction est de type Im, alors on a

Dp =
(λ
p

)
,

car
Wp(Et0λ) = −

(−c6λ
3t30

p

)
= −

(−c6t0
p

)(λ
p

)
= Wp(Et0)

(λ
p

)
.

(b) Si p | λ, on a une des variations suivantes selon le type de variation de Et en p.

i. Si Et est de type I0, alors Ept est de type I∗0 . Inversement, si Et est de type
I∗0 , alors Ept est de type I0. Le signe local en p passe de (−1

p ) à +1. On a
Dp = (−1

p ).
ii. Si Et est de type II, alors Ept est de type IV ∗. Inversement, si Et est de

type IV ∗, alors Ept est de type II. Le signe local en p passe de (−1
p ) à (−3

p ).
On a Dp = (3

p).
iii. Si Et est de type III, alors Ept est de type III∗. Le signe local en p passe

de (−2
p ) à (−2

p ). On a Dp = +1.
iv. Si Et est de type I∗m, alors Ept est de type Im. Le signe local en p passe de

(−1
p ) à −

(−bλ(p)t

p

)
. On a Dp = −

(
bλ(p)t

p

)
.

En résumé :
I∗0 ↔ I0 II ↔ IV ∗

(−1
p )

Dp=(−1
p

)
−−−−−−→ +1 (−1

p )
Dp=

(
3
p

)
−−−−−−→ (−3

p )

III ↔ III∗ I∗m ↔ Im

(−2
p ) Dp=+1−−−−−→ (−1

p ) (−1
p )

Dp=−
(
bλ(p)t
p

)
−−−−−−−−−−→ −

(−bλ(p)t

p

)
.

Le tableau suivant résume la situation.
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Conditions sur p Valeur de Dp(λ)
p - ∆0 p - λ +1

p | λ (−1
p )

p | ∆0 p - λ réduction Im (λp )
réduction additive +1

p | λ réduction I0 ou I∗0 (−1
p )

réduction II, II∗, IV , IV ∗ (3
p)

réduction III, III∗ +1
réduction Im, I∗m −

(
bλ(p)t

p

)
3.1.6 Démonstration du théorème de variation

Notation 4. Nous utilisons une version spéciale du symbole de Jacobi dans cette section.
Pour des entiers impairs a, b premiers entre eux, on écrit(

a

b

)
c

:=
(
a′

b′

)
où a′, b′ ∈ Z sont les parties respectives de a et de b premières à c.
Notation 5. Soit t ∈ Z. Nous utiliserons fréquemment la notation t(p) pour désigner l’entier
tel que t(p) = p−vp(t)t.

Attention à ne pas les confondre avec t1, t2 qui sont définis autrement.
Soit, comme dans l’énoncé du théorème, Et la courbe elliptique qui est la tordue par

t ∈ Z de la courbe elliptique E : y2 = x3 + ax + b de coefficients a, b ∈ Z. On pose
∆0 = 2α3β∆1, où α, β des entiers tels que 2 - ∆1 et 3 - ∆1, le discriminant de E que l’on
suppose minimal parmi tous ses twists.

Remarquons que la fonction du signe peut s’écrire

W (Et) = −W2(Et)W3(Et)
∏
p|∆1

Wp(Et)
∏

p|t;p-∆1

Wp(Et),

et comme les seules places de mauvaise réductions sont de type I∗0 , on a

W (Et) = −W2(Et)W3(Et)

∏
p|∆1

Wp(Et)

(−1
t

)
6∆1

.

On peut supposer que t est un entier sans facteur carré. Par conséquent, Et est minimale
et on a alors ∆Et = ∆0t

6. On écrit t = 2γ3δt1t2 avec t2 = pgcd(∆1, t) et t1, t2 non divisible
par 2 et par 3.

On pourra écrire

W (Et) = −W2(Et)W3(Et)
∏
p|∆1

Wp(Et)
(−1
t1

)
. (3.1)

Démonstration de la propriété 1.
Le lemme 3.1.4 donne pour tout nombre premier p des entiers αp pour lesquelsWp(Et) =

Wp(Et′) pour tout t ≡ t′ mod pαp . Si on pose M = 2α23α3
∏
p|∆1 p

αp , le signe global
est constant pour t et t′ des entiers sans facteur carré qui sont dans la même classe de
congruence modulo M .

Démonstration de la propriété 2.
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Il reste à montrer que cette partition est non triviale, c’est-à-dire qu’il existe au moins
une classe t+ de signe positif et une classe t− de signe négatif.

On définit l’ensemble S = {2, 3, p tel que p|∆0}. Soit t sans facteur carré qui n’est
divisible par aucun p ∈ S. Pour les entiers s ∈ Z dont la partie sans facteur carré appartient
à la classe de congruence s′ mod M , le signe de la fibre Es sera le même que celui de Et.

On cherche une classe de congruence t1 mod M telle que W (Et) = −W (Et1).
Soit λ un entier sans facteur carré et premier avec t. On considère Eλt la fibre en λt,

qui est la tordue de Et par λ.

Pour comparer W (Et) et W (Eλt), nous comparons les signes locaux selon leur type de
réduction de Et0 .

Pour chaque nombre premier p, soit l’entierDp ∈ {+1,−1} tel queWp(Eλt) = DpWp(Et).
Nous avons étudié les valeurs possibles de Dp en section 3.1.5.

Alors

W (Eλt) = D2D3
( λ

∆M

)(−1
λ1

)( ∏
p|λ;p|∆0;p 6=2,3

Dp0

)
W (Et),

où ∆M est le produit des nombres premiers p | ∆0 en lesquels la réduction de E est de
type Im et λ1 est un entier premier avec ∆0 tel que

λ = 2v2(λ)3v3(λ)λ0λ1.

où λ0 =
∏
p|∆0;p 6=2,3 p

vp(λ). On pose également λ(2), l’entier tel que λ = 2v2(λ)λ(2),
c’est-à-dire que λ(2) = 3v3(λ)λ0λ1. On peut réécrire(−1

λ1

)
=
( −1
λ(2)

)
(−1)v3(λ)(−1

λ0
).

On pose

C2 = D2
( −1
λ(2)

)
, C3 = D3(−1)v3(λ), CM =

( λ

∆M

)
, C0 =

∏
p|λ;p|∆0;p 6=2,3

Dp0

et
C = C2

(−1
λ0

)
C3CMC0,

qui l’entier tel que W (Eλt) = CW (Et).
1) Supposons que E possède des places de réduction multiplicative, c’est-à-dire que

∆M 6= 1. Soit p0 un nombre premier qui ne divise pas ∆0, qui n’est pas un carré modulo
∆M et tel que C2(p0) = +1 et C3(p0) = +1. Un tel nombre premier existe par le lemme
chinois. Pour ce p0, on a bien W (Ep0t) = −W (Et).

2) Supposons qu’il existe un nombre premier p0 qui ne divise pas ∆0 tel que C2(p0) = 1.
Alors par le lemme chinois, on peut choisir p - ∆0 un nombre premier qui est dans la même
classe d’équivalence modulo 2α2 que p0 et tel que C3 = CM = +1. Pour celui-ci, on aura
C0 = +1 et par conséquent,

W (Et) = W (Eλt).

3) D’un manière similaire au point précédent, on démontre que s’il existe p0 - ∆0 tel
que C3 = −1, alors on peut choisir λ - ∆0 tel que C3 = CM = C0 = +1 et que pour ce λ
on a

W (Et) = W (Eλt).

4) On suppose que pour tout λ qui ne divise pas ∆0, on a C2 = C3 = CM = +1.
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Les lemmes 3.1.5 et 3.1.6 permettent de constater que si C2 est constant égal à +1,
alors on peut supposer que 2 - ∆0. De même, si C3 est constant égal à +1, on peut
supposer que 3 - ∆0. On fait cette supposition, quitte à étudier plutôt une tordue par 1

2
ou 1

3 . De ceci, on déduit qu’il existe une place de réduction de type Im ou I∗m sur la courbe
E : y2 = x3 + ax + b en un p0 différent de 2 et 3. Comme on a supposé que CM = +1,
cette place en p0 est de type I∗m. Le tableau de la section 3.1.5 indique que Dp = −( btp0

).
Pour faire varier le signe, on étudie la tordue d’une fibre en des t tel que t ≡ c6 mod p

et qui sont premiers à 6∆0. Il existe une infinité de tels t. Dans ce cas, on a

W (Ep0t) = D0W (Et), par hypothèse que C2 = C3 = CM = +1

= −
(
c6t

p0

)
W (Et) = −

(
c2

6
p0

)
W (Et)

= −W (Et).

Ceci démontre que #W±(Et) =∞ pour tous les cas de a, b ∈ Z.

3.2 Surfaces de la forme y2 = x3 + A(T )x ou y2 = x3 + B(T )
Les surfaces elliptiques d’invariant j = 0 (respectivement j = 1728) ont un comporte-

ment différent du cas général, car on retrouve des places génériques dont la réduction est
de type II, II∗ IV ou IV ∗ (respectivement III ou III∗).

3.2.1 Théorème de variation pour les surfaces telles que j = 0

Pour chaque t ∈ Z− {0}, on pose la courbe Et : y2 = x3 + t.

Théorème 3.2.1. Soit t est un entier sans facteur qui soit une puissance sixième.
Soit t = 2α3βt11t22t33t44t55, où α = v2(t), β = v3(t) et ti ∈ N i = 1, · · · , 5 sont premiers

entre eux et sans facteur carré. Posons τ1 = t1t3t5 et τ2 = t2t4.
Alors le signe peut s’exprimer sous la forme

W (Et) = −W2(Et)W3(Et)
(−1
τ1

)(τ2
3
)
.

De plus, il existe des entiers M1 = 2737 et M2 = 3 tels que W (Et) est constant pour
les t sans puissance sixième dont la partie τ1 varie dans une classe de congruence modulo
M1 et dont la partie τ2 varie dans une classe de congruence modulo M2.

Il existe des (doubles) classes de t pour lesquelles W (Et) = +1, et d’autres classes pour
lesquelles W (Et) = −1.

Démonstration. Soit la famille de courbe elliptique Et : y2 = x3 + t indexée par la variable
t.

Nous supposons t sans puissance sixième, c’est-à-dire que pour tout p, p6 - t. La formule
du signe s’écrit

W (Et) = −W2(Et)W3(Et)
∏

p|t, p 6=2,3
Wp(Et).

Comme auparavant, nous simplifierons les notations en écrivant Wp(t) plutôt que Wp(Et).
Les formules pour les signes locaux en 2 et en 3 sont rappelées en appendice de ce chapitre.
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Le signe local en 2 est constant sur une classe d’équivalence modulo 27 et que le signe
local en 3 est constant sur une classe d’équivalence modulo 37.

Étudions à présent la partie produit de la formule du signe, c’est-à-dire

P(t) =
∏

p|t, p 6=2,3
Wp(Et).

D’après la proposition [38, Prop. 2], nous avons dans ce cas-ci la formule suivante

P(t) =
∏

p|t,p 6=2,3


+1 si vp(t) ≡ 0 mod 6;(−1
p

)
si vp(t) ≡ 1, 3, 5 mod 6;(−3

p

)
si vp(t) ≡ 2, 4 mod 6.

Soit, t = 2α3βt1t22t33t44t55 où ti sont premiers entre eux et divisibles ni par 2 ni par 3. On
pose τ1 = t1t3t5 et τ2 = t2t4.

Alors on sépare P en deux parties, selon si p|τ1 ou p|τ2.

P =
∏
p|τ1

Wp(Et)
∏
p|τ2

Wp(Et)

=
∏
p|τ1

(−1
p

) ∏
p|τ2

(−3
p

)
= (−1

τ1
)(−3
τ2

) = (−1
τ1

)(τ2
3 )

Ainsi, on trouve que la formule du signe est

W (Et) = −W2(Et)W3(Et)
(−1
τ1

)(τ2
3
)
.

Le signe dépend donc des valeurs de t modulo 2737 et de τ2 modulo 3. Notons qu’il est
possible de trouver une infinité de paires de t de signes opposés. En effet, prenant t ≡ C
mod 2737, on peut, en substituant τ2 par un entier τ ′2 premier à 6τ1 et tel que τ ′2 ≡ −τ2
mod 3, définir t′ = 2α3βt1τ ′2 dont le signe est opposé à celui de t.

Remarque 53. On peut également déduire cette formule du théorème 2.3.2 en remarquant
qu’une place mauvaise sur E est de type II, II∗, IV , IV ∗ ou I∗0 .
Remarque 54. L’article [51] de Várilly-Alvarado donne des exemples de surfaces dont le
signe demeure constant :

y2 = x3 + 6(27t6 + 1) (3.2)
et

y2 = x3 + 27t6 + 16. (3.3)
Pour la surface 3.3, on considère pour toute fibre Et en t = m

n ∈ Q la courbe suivante
qui lui est isomorphe sur Q :

Em,n : y2 = x3 + 27m6 + 16n6.

On remarque qu’on a −3 ≡ (4m3/3n3)2 mod p et donc
(
−3
p

)
= 1 pour tout p|f(t).

La formule devient alors

W (Et) = −W2(Et)W3(Et)
( −1

(27m6 + 16n6)2

)
.
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De plus, pour toute valeur de t, le reste modulo 3 de 27m6 + 16n6 est 1.
Toutefois, il est possible de trouver une valeur de M1 inférieur à celle donnée par le

théorème, c’est à dire M1 = 2737. Celle si sera M ′1 = 2430 = 16. La valeur minimale de
M2 reste 3.

Or, on remarque que 27m6 + 16n6 tombe dans les classes d’équivalence 1, 11 mod 16.
Ces valeurs correspondent à un signe positif.

3.2.2 Théorème de variation pour les surfaces elliptiques telles que j =
1728

Pour tout t ∈ Z− {0}, on pose la courbe Et : y2 = x3 + tx.

Théorème 3.2.2. Soit t est un entier sans facteur qui soit une puissance quatrième.
Soit la décomposition t = 2α3βt11t22t33, avec les ti premiers entre eux et sans facteur

carré. On pose τ1 = t1t3.
Alors le signe peut s’écrire

W (Et) = −W2(Et)W3(Et)
(−2
τ1

)(−1
t2

)
.

De plus, il existe des entiers M1 = 2535 et M2 = 4 tels que W (Et) est constant, pour
t sans puissance quatrième dont la partie τ1 varie dans une classe de congruence modulo
M1 et dont la partie t2 varie dans une classe de congruence modulo M2.

Il existe des classes de t pour lesquelles W (Et) = +1, et d’autres classes pour lesquelles
W (Et) = −1.

Démonstration. Soit la famille de courbe elliptique ET : y2 = x3 + Tx indexée par la
variable T .

Nous supposons que t est un entier sans facteur de degré 4. La formule du signe s’écrit
alors

W (Et) = −W2(Et)W3(Et)
∏

p|t, p6=2,3
Wp(Et).

Dorénavant, pour simplifier les notations, nous écrirons Wp(t) plutôt que Wp(Et). Les
formules pour les signes locaux en 2 et en 3 sont données par le lemme [51, Lemme 4.7].

Nous avons des conditions sur v2(t) modulo 4 et sur t2 modulo 16 qui déterminent le
signe local en 2.

Par exemple, la classe des t ≡ 8 mod 16, qui représente les t tels que v2(t) = 3,
contient tout aussi bien les t tels que t2 ≡ 1 mod 16 que les t2 ≡ 5 mod 16 qui n’ont pas
le même signe local en 2. Cependant, modulo 26, nous faisons la différence entre tous ces
cas. Le signe local en 2 sera donc constant sur une classe de congruence modulo 26. Le
signe local en 3, quant à lui, sera fixé sur une classe de congruence modulo 34.

Étudions à présent la partie produit de la formule du signe, c’est-à-dire∏
p|t,p 6=2,3

Wp(Et). (3.4)

D’après la proposition [38, Prop. 2], nous avons dans ce cas-ci la formule suivante

∏
p|t,p 6=2,3

Wp(Et) =
∏

p|t,p 6=2,3


+1 si vp(t) ≡ 0 mod 4;(−1
p

)
si vp(t) ≡ 2 mod 4(−2

p

)
si vp(t) ≡ 1, 3 mod 4.
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Soit t = 2α3βt1t22t33, où ti sont premiers entre eux et divisibles ni par 2 ni par 3. On
pose τ1 = t1t3.

Alors on peut écrire t = 2α3βτ1t2 et on sépare (3.4) en deux parties, selon si p|τ1 ou
p|t2.

(3.4) =
∏
p|τ1

Wp(Et)
∏
p|t2

Wp(Et)

=
∏
p|τ1

(−2
p

)∏
p|t2

(−1
p

)
)

=
(−2
τ1

)(−1
t2

)
.

=
(−2
τ1

)(−1
t2

)
.

Cela implique que le signe s’écrit

W (Et) = −W2(Et)W3(Et)
(−2
τ1

)(−1
t2

)
.

Sa valeur dépend donc de la valeur de τ1 modulo 2634 et de t2 modulo 4.

Remarque 55. On peut également déduire cette formule du théorème 2.3.2 en remarquant
qu’une place mauvaise sur E est de type III, III∗ ou I∗0 .
Remarque 56. Dans l’article de Cassels et Schinzel [3], on démontre que les surfaces ellip-
tiques définies par

y2 = x(x2 − (1 + t4)2) (3.5)

et
y2 = x(x2 − 72(1 + t4)2) (3.6)

sont telles que toutes les fibres en t ∈ Q sont de même signe. Sur 3.5, le signe toujours
positif et sur 3.6, toujours négatif.

Remarquons qu’il est possible de trouver une valeur de M1 inférieure à celle donné par
le théorème. Celle-ci sera 2432 = 144.

Les seules valeurs que peut prendre le reste −(1 + t4)2 mod 16 sont −1 et −4, et
l’unique valeur du reste modulo 9 est −1. Grâce au théorème des restes chinois, on trouve
une petite quantité de valeurs possibles modulo 144 possible pour le reste de −(1 + t4)2,
et le signe qui leur est associé est +1.

Pour la surface 3.5, on ne peut rien conclure sur la densité des points rationnels. Pour
3.6 toutefois, le signe est négatif pour les classes possibles que peuvent prendre −72(1+t4)2.
En supposant vraie la conjecture de parité, on peut en déduire que les points rationnels
de (3.6) est dense.

3.2.3 Formule des signes locaux en 2 et en 3

Voici les formules des signes locaux en 2 et en 3 pour les cas (A) et (B) de familles
de twists telles que décrites dans les lemmes 4.7 et 4.1 de Várilly-Alvarado [51]. Nous en
aurons besoin dans le chapitre 4, section 4.2.3, 4.2.4 pour calculer les signes locaux W2 et
W3.
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Lemme 3.2.3. [51, Lemme 4.7]
Soit t un entier non nul et la courbe elliptique Et : y2 = x3 + tx dont on note W2(t)

et W3(t) les signes locaux en 2 et en 3. On pose t2 et t3 comme étant les entiers tels que
t = 2v2(t)t2 = 3v3(t)t3. Alors

W2(t) =


−1 si v2(t) ≡ 1 ou 3 mod 4 et t2 ≡ 1 ou 3 mod 8;

ou si v2(t) ≡ 0 mod 4 et t2 ≡ 1, 5, 9, 11, 13 ou 15 mod 16;
ou si v2(t) ≡ 2 mod 4 et t2 ≡ 1, 3, 5, 7, 11, ou 15 mod 16;

+1 sinon.

W3(t) =
{
−1 si v3(t) ≡ 2 mod 4;
+1 sinon.

Lemme 3.2.4. [51, Lemme 4.1]
Soit t, un entier non nul et la courbe elliptique Et : y2 = x3 + t dont on note W2(t)

et W3(t) les signes locaux en 2 et en 3. On pose t2 et t3 comme étant les entiers tels que
t = 2v2(t)t2 = 3v3(t)t3. Alors

W2(t) =


−1 si v2(t) ≡ 0 ou 2 mod 6;

ou si v2(t) ≡ 1, 3, 4 ou 5 mod 6 et t2 ≡ 3 mod 4;
+1, sinon.

W3(t) =



−1 si v3(t) ≡ 1 ou 2 mod 6 et t3 ≡ 1 mod 3;
ou si v3(t) ≡ 4 ou 5 mod 6 et t3 ≡ 2 mod 3;
ou si v3(t) ≡ 0 mod 6 et t3 ≡ 5 ou 7 mod 9;
ou si v3(t) ≡ 3 mod 6 et t3 ≡ 2 ou 4 mod 9;

+1, sinon.





4

Surfaces elliptiques rationnelles

4.1 Rappels sur les surfaces de Del Pezzo de degré 1
Une surface de Del Pezzo est une surface algébrique projective lisse X dont le diviseur

anticanonique −KX est ample. Le degré de cette surface est le nombre d’autointersection
de KX . C’est un entier 1 ≤ d ≤ 9.

Comme on l’a vu dans les sections 1.2.8, chaque surface de Del Pezzo de degré 1
est isomorphe à une hypersurface lisse de degré 6 dans P(1, 1, 2, 3). Réciproquement, une
hypersurface lisse de degré 6 dans cet espace à poids est isomorphe à une surface de Del
Pezzo de degré 1.

Ce résultat décrit dans le livre de Kollar [21, p.174] démontre que la surface X peut
être représentée par une équation de la forme

w2 = z3 + F (x, y)z +G(x, y), (4.1)

où F etG sont des polynômes homogènes de degrés respectivement 4 et 6 et les coordonnées
[x, y, z, w] sont prises dans l’espace projectif à poid P(1, 1, 2, 3).

En section 1.2.9, on explique qu’il y a un point rationnel canonique sur X, l’unique
point base du système linéaire anticanonique −KX . Sur l’équation 4.1, il s’agit du point
[x, y, z, w] = [0, 0, 1, 1]. En éclatant ce point, on obtient une surface elliptique rationnelle
lisse d’équation de Weierstrass

y2 = x3 + F (t, 1)x+G(t, 1).

Dans la section 1.2.10, on calcule les points singuliers des surfaces elliptiques ration-
nelles et on en déduit la proposition suivante :

Proposition 4.1.1. Soit E une surface elliptique rationnelle et un modèle minimal de
Weierstrass y2 − x3 + A(t)x+B(t), où A,B ∈ Z[t] sont des polynômes de degré respecti-
vement 4 et 6.

On note X la surface obtenue de E par la contraction de la section à l’infini.
Alors X est une surface de Del Pezzo de degré 1 si et seulement si les places de E sont

de type II ou I1.

4.2 Densité des points rationnels sur des surfaces ration-
nelles isotriviales

Les surfaces elliptiques rationnelles isotriviales sont de l’une des formes suivantes
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1. y2 = x3 + aH(T, 1)2x + bH(T, 1)3, avec a, b ∈ Z tels que 4a3 + 27b2 6= 0 (telles que
j(T ) ∈ Q/{0, 1728}),
Remarque 57. Une surface de cette forme est birationnelle à la surface

H(T, 1)y2 = x3 + ax+ b.

2. y2 = x3 +A(T, 1)x (telles que j(T ) = 1728),
3. y2 = x3 +B(T, 1) (telles que j(T ) = 0)

où A, B, et H sont des polynômes homogènes de degré respectivement 2, 4 et 6.
On suppose également dans les équations précédentes que H n’est pas un carré, que

A n’est pas un bicarré et que B n’est pas une puissance sixième. En effet, cela équivaut à
éviter le cas trivial où il existe une courbe E0 telle que

E = E0 × P1,

car alors
1. le signe est automatiquement constant,
2. si E0(Q) est fini, alors E (Q) n’est pas dense.

Remarque 58. On déduit du lemme 4.1.1 que les surfaces elliptiques rationnelles isotriviales
(non triviales) des formes y2 = x3 +H(t)2x+H(t)3 et y2 = x3 +A(t)x ne vérifient pas ces
propriétés. La contraction de la section neutre ne donne en aucun de ces cas une surface
de Del Pezzo de degré 1.

Cependant, une surface elliptique rationnelle isotriviale de la forme y2 = x3 + B(t)
avec degB ≥ 5 et sans racine double respecte les critères. Par conséquent, la contraction
de sa section neutre est une surface de Del Pezzo de degré 1.

4.2.1 Surfaces avec j(T ) 6= 0, 1728 : unirationalité

Théorème 4.2.1. Soit E une surface rationnelle isotriviale d’équation

E : Y 2 = X3 + aH(T )3X + bH(T )2,

où a, b ∈ Z\{0} et H(T ) est un polynôme de degré ≤ 2 qui n’est pas un carré.
Alors la surface est unirationnelle sur Q. En particulier, ses points rationnels sont

denses pour la densité de Zariski.

Remarque 59. Ce résultat est démontré par Rohrlich [38, Theorème 3] sous l’hypothèse a
priori restrictive qu’il existe une fibre de rang non nul. Cette hypothèse est enlevée ici.

Démonstration. Remarquons qu’on peut munir la surface E de plusieurs fibrations.

E : H(T )Y 2 = X3 + aX + b,
ϕ1

uu

_
ϕ2

��

�
ϕ3

((x y t

Les deux dernières, ϕ2 et ϕ3, sont des fibrations en courbes elliptiques. Bien que la
fibration définie par ϕ3 soit isotriviale, celle définie par ϕ2 ne l’est pas.

En effet, si on écrit H(T ) = α2T
2 + α1T + α0 pour les coefficients αi appropriés, la

fibration ϕ2 a pour fibre

Ey := α2y
2T 2 + α1y

2T = X3 + aX + b− α0y
2
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qui peut, par changement de variables (d’abord avec T ′ = α2
2yT et x = α2X, puis t =

T ′ + α1α2y
2 ), s’écrire

Ey : t2 = x3 − 27c4(y)x− 54c6(y)

où c4(y) = α2
2a et c6(y) = (α3

2α0 + α2
1α

2
2

4 )y2 + α3
2b.

En calculant l’invariant j, on voit que cette courbe n’est pas isotriviale, hormis dans
les cas où a = 0 (c4(y) est nul) et α0 = α3

2α0 + 1
4α

2
1α

2
2, c’est-à-dire lorsque H est le carré

d’un polynôme linéaire (dans ce cas, E est triviale). Ces cas sont exclus par hypothèse.
Par conséquent, on peut appliquer le théorème 1.2.11, dû à Kollár et Mella, qui dé-

montre l’unirationalité de E muni de la fibration elliptique ϕ2.

Remarque 60. Dans une première version de l’article de Kollár-Mella [23], le théorème
1.2.11 excluait le cas isotrivial. Le théorème 4.2.1 avait pour motivation de compléter ce
résultat. Cependant, le temps du dépôt de cette thèse, le résultat était complété par Kollár
et Mella eux-même. Leur méthode diffère toutefois de la notre, qui utilise la fibration non-
isotriviale ϕ2.
Remarque 61. Une autre approche pour démontrer le théorème 4.2.1 aurait été l’utilisation
des travaux de Colliot-Thélène [?]. Le théorème 2 de cet article démontre que pour X,
une surface fibrée en coniques de degré 4, l’obstruction de Brauer-Manin au principe de
Hasse est la seule obstruction. Pour déduire de ceci le théorème 4.2.1, il faudrait vérifier
que le groupe de Brauer des surfaces étudiées (d’équation h(t)y2 = x3 − ax où deg h = 2)
est bien réduit au groupe de Brauer de Q.

4.2.2 Surfaces avec j(T ) = 1728 : point d’ordre infini

Nous étudions à présent les surfaces elliptiques rationnelles isotriviales de la forme
y2 = x3 + xA(T ) où A ∈ Z[T ] est un polynôme tel que degA ≤ 4.

La densité des points rationnels sur celles-ci est facilement démontrable lorsque degA ≤
3. Nous nous intéressons donc aux surfaces telles que degA = 4. On pose a4, a3, a2, a1, a0 ∈
Z les coefficients tels que

A(T ) = a4T
4 + a3T

3 + a2T
2 + a1T + a0.

Dans un premier temps, remarquons que F (T ) = a4
((
T 2 + g1T + g0

)2 + h1T + h0
)
,

pour les constantes

g0 = 4a2a4 − a2
3

8a2
4

, g1 = a3
2a4

, h0 = 26a3
4(a0 + x2)− (4a2a4 − a2

3)2

26a4
4

et
h1 = 23a1a

2
4 − a3(4a2a4 − a2

3)
23a3

4
.

Remarquons ce qui se produit lorsqu’on procède au changement de variables T ′ =
T − g1/2.

On a
T ′4 = T 4 + g1

2 T
3 + 6g2

1
4 T 2 + g3

1
2 T + g4

1
16

Par conséquent on peut écrire

F (T ) = a4(T ′4 + (−g
2
1

2 + 2g0)T 2 + (−g
3
1

2 + 2g1g0)T + (−g
4
1

24 + g2
0 + h0)).
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En remplaçant T 2 et T par leurs expressions en fonction de T ′, on obtient l’équation
suivante :

y2 = x3 + a4x(T ′4 +A2T
′2 +A1T

′ +A0),

où
A2 = (g0 −

g2
1
2 ),

A1 = (g
3
1
2 + a2g1)

et
A0 = (−g

4
1

24 + g2
0 + h0).

Par conséquent, on peut supposer que a3 = 0 par le changement de variables expliqué
précédemment.

On peut munir la surface E des fibrations suivantes.

E : Y 2 = X3 +A(T )X.
ϕ1

vv

_
ϕ2

��

�
ϕ3

((x y t

La fibration initiale est ϕ3. Pour E , ϕ1 : (x, y, t) 7→ x est une fibration en courbes de
genre 1 (a priori sans section). L’équation de la fibre en x s’écrit sous cette forme :

Cx : y2 = a4xt
4 + a2xt

2 + a1xt+ (a0x+ x3).

C’est une courbe de genre 1 avec deux points à l’infini, notés ∞+ et ∞−, qui sont
rationnels si et seulement si x ∈ a4Q∗2.

Proposition 4.2.2. Soit Px = cl((∞+)− (∞−)) ∈ Cx(Q) pour x ∈ a4Q∗2.
Alors,
— si a1 = 0, le point Px est d’ordre 2,
— si a1 6= 0, Px est d’ordre infini (sauf pour un nombre fini d’exceptions).

Démonstration. Explicitement, si on pose u = 1
t et v = y

t2 , on a en coordonnée (u, v) :

∞+ = (0, b), et ∞− = (0,−b).

Supposons que b2 = a4x pour un certain rationnel b. On écrit

Cx : y2 = b2t4 + a2xt
2 + a1xt+ a0x+ x3.

On procède au changement de variables Y = y√
a4x

, pour obtenir l’équation :

Cx : Y 2 = T 4 + a2
a4
T 2 + a1

a4
T + a0 + x2

a4
.

Par conséquent, on peut écrire le côté droit de l’équation sous la forme suivante :

G(T )2 +H(T ),

où
G(T ) = T 2 + g0

H(T ) = h1T + h0,
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et où les gj et les hj sont donnés en termes des ai. Explicitement, on a

g0 = a2
2a4

, h0 = 22a4(a0 + x2)− a2
2

22a2
4

et
h1 = a1

a4
.

L’équation de la courbe s’écrit

(Y +G(T ))(Y −G(T )) = H(T ). (4.2)

On pose Y +G(T ) = R, de façon à ce que

Y −G(T ) = H(T )
R

et que
2G(T ) = R− H(T )

R
.

On pose de plus RT = S.
En multipliant l’équation (4.2) par R, on obtient

2S′2 + 2g0R
′2 = R′3 − h1S

′ − h0R
′. (4.3)

Finalement, on procède au changement de variable (R,S) = (2R′, 2S′) pour obtenir
l’équation de Weierstrass générale suivante pour Cx. Ces changements de variables sont
aussi décrits dans la section 1.1.3.

Cx : S2 + h1
4 S = R3 − g0R

2 − h0
4 R. (4.4)

Étudions vers quels points de cette nouvelle courbe sont envoyés les deux points à
l’infini ∞+ et ∞− mentionnés précédemment. On commence par regarder la coordonnée
en R de ceux-ci.

On a
2R = R′ = Y +G(T ) = y

b
+ T 2 + go.

Posons T = 1
u et y = vT 2 = v

u2 car il sera alors plus facile d’étudier les pôles. On a

2R = v

u2b
+ 1
u2 + g0

= uv + b+ g0u
2b

bu2 .

Pour ∞+, on a (u, v) = (0, b) et pour ∞−, on a (u, v) = (0,−b). Par conséquent, on a

R(∞+) =∞ (c’est un pôle), et R(∞−) = 0.

À présent, étudions la valeur de leurs coordonnées en S.
Remarquons que

y2 = G(T )2 +H(T )

⇒ ( v

u2b
) = G

(1
u

)2
+H

(1
u

)
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⇒
(
v

u2b
−G

(1
u

))(
v

u2b
+G

(1
u

))
= H( 1

u
)

⇒
(
v

u2b
+G( 1

u
)
)

=
H( 1

u)u2b

v − u2G( 1
u)b

= ub(h1 + h0u)
v(v − b− g0u2)

2S = S′ = T (Y +G(T ))

= ub(h1 + h0u)
v(v − b− g0u2)

Par conséquent, on a
S(∞+) =∞ et S(∞−) = −h1

4
Remarquons qu’il s’agit des deux points évidents sur la courbe 4.4. On pose de façon

naturelle le point obtenu de∞+ comme point marqué de la courbe Cx, c’est-à-dire comme
l’élément neutre de la loi de groupe de l’ensemble des points rationnels. On a dans cette
configuration (0,−h1

4 ) = [−1](0, 0).
Dans un premier temps, on déduit que si h1 = a1

a4
= 0, on a que le point (0,−h1

4 )
est d’ordre 2. Par la suite, on étudiera l’ordre de Q = (0, 0) dans le cas où h1 6= 0. On
remarque que son ordre sera le même que celui du point provenant de ∞−.

On utilisera la proposition 1.1.3, un résultat de Lutz et Nagell présenté dans la section
1.1.2. Celle-ci dit que si E/Q une courbe elliptique d’équation de Weierstrass y2 = x3 +
Ax + B, A,B ∈ Z et que P ∈ E(Q) est un point de torsion différent du point à l’infini,
alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. x(P ), y(P ) ∈ Z.
2. On a ou bien [2]P = O ou bien x([2]P ) ∈ Z.
Pour utiliser ce théorème, il faut commencer par s’assurer que les coefficients de la

courbe elliptique que nous considérons (notons les Ai) sont bien entiers. Comme les coef-
ficients de Cx ne sont pas forcément entier, on choisira un entier α approprié qui rend le
modèle entier.

On pose u et v des entiers premiers entre eux tels que x = u
v . Si on pose α = 2 · a4v,

les coefficients de la courbe suivante sont entiers

C ′x : S2 + α3h1
4 S = R3 − α2g0R

2 − α4h0
4 R.

(En réalité, il est suffisant de prendre α = 2a4w où w est un entier tel que v2 | w.)
On va montrer que si h1 6= 0, le point Q n’est pas de 2-torsion pour une infinité de

valeurs de x. On étudie quand R([2]Q) est entier. Pour tout P ∈ Cx(Q), on a

R([2]P ) =
(3R(P )2 − 2α2g0R(P )− α4 h0

4
2S(P ) + h1

4 α
3

)2
− 2R(P ) + α2g0.

On a donc
R([2]Q) =

(4α4h0
4α3h1

)2
+ 4α2g0.

Pour que cette coordonnée soit entière, il faut que α3h1 divise α4h0.
Rappelons que x = u

v pour des u, v ∈ Z premiers entre eux. On a

α4h0 = A

(
u

v

)2
+B,
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où A = 24a3
4v

4 et B = 24a3
4a0u

4 − 22a2
4a

2
2v

4.
Quant à α3h1, c’est un entier de valeur

α3h1 = 23a2
4a1v

3.

Si on a α3h1 | α4h0 pour tout x ∈ Q2∗a4, alors α3h1 divise B (on obtient ceci en
prenant x = (α3h1)2a4 par exemple). Par conséquent, α3h1 divise Ax2 pour tout choix de
x. Choisissons v premier à 2a4. Dans ce cas, on a une contradiction car Ax2 = 23a2

4v
2(2a4u)

doit être divisible par 23a2
4a1v

3, mais v est supposé premier à 2a4 et à u. Cette contradiction
montre que pour tout x ∈ Q2∗a4 dont le dénominateur est premier avec 2a4, le point Q
est d’ordre infini sur la courbe Cx.

Nous complètons la démonstration grâce au théorème de spécialisation de Silverman
(voir [46] et [45, Théorème 11.4, Chapitre III]). A priori, la fibration

ϕ2 : E → P1

(x, y, t) 7→ x.

n’est pas une surface elliptique sur Q. Cependant, considérons l’application

φ : P1 → P1

z 7→ x = a4z
2.

et le produit fibré E ′ de E par rapport à celle-ci. Par l’argument précédent, E ′ possède
deux sections ∞+ et ∞−. C’est donc une surface elliptique sur Q. Choisissons comme
section canonique ∞+.

Si il existe un changement de variable linéaire tel que A = A4T
′4 + A2T

2 + A0, alors
∞− est un point de torsion sur toute fibre en x = az2 de E . Par conséquent, la section
∞+(z) est de torsion pour tout z.

S’il n’existe pas de tel changement de variable, alors le point∞− est d’ordre infini pour
une infinité de fibres de E . Par conséquent, le théorème de spécialisation de Silverman
garantit que ∞−(z) est d’ordre infini sur toute fibre de E ′ sauf un nombre fini d’entre
elles.

On déduit directement de cette proposition le théorème suivant :

Théorème 4.2.3. Soit E une surface elliptique rationnelle d’équation

E : T 2 = X3 +A(T )X,

où A(T ) est un polynôme de degré 4 à coefficients entiers.
On suppose qu’il n’existe pas de changement de variables linéaires T → T ′ + b tel que

A est de la forme
A(T ′) = A4T

′4 +A2T
′2 +A0,

où A4, A2, A0 ∈ Z.
Alors, les points rationnels de E sont denses pour la topologie de Zariski.

Remarque 62. Les surfaces qui ne sont pas traitées par ce théorème sont de la forme :

y2 = x3 + x(a4T
4 + 4ba4T

3 + (6b2a4 + a2)T 2 + (4b3 + 2ba2)T + a4b
4 + a2b

2 + a0)

pour un certain b ∈ Q et a4, a2, a0 ∈ Z tels que
√
a2

2 − 4a4a0 6∈ Q.
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Démonstration. Quitte à faire un changement de variable, on peut supposer que a1 =
a3 = 0. Pour ces surfaces, l’application (x, y, t) 7→ x est une fibration en courbe de genre 1
dont une infinité de fibres (en fait toute fibre en x ∈ a4Q∗2 sauf un nombre fini) possédent
une structure de groupe et un point d’ordre infini. Cela démontre la densité des points
rationnels de E (Q).

Supposons que la surface considérée soit telle que A1 = 0. La proposition 4.2.2 dé-
montre que pour presque tout x ∈ a4Q∗2 la courbe elliptique Cx possède un point d’ordre
2, mais cela ne permet pas de conclure sur la densité des points rationnels.

Des différents arguments permettent toutefois de démontrer la densité.

Théorème 4.2.4. Soit E une surface elliptique rationnelle qui admet l’équation de Weiers-
trass

y2 = x3 +A(T 2 − α)(T 2 − β)x,

où A,α, β ∈ Q.
Alors les points rationnels sont Zariski-dense.

Démonstration. Par le changement de variable X = (T 2 − α)x et Y = (T 2 − α)2y, on
obtient l’équation

Y 2 = (T 2 − α)X3 +A(T 2 − β)(T 2 − α)4X

qui est isomorphe à
Y 2 = (T 2 − α)X3 +A(T 2 − β)X.

Un remaniement permet ensuite d’obtenir pour E l’équation

Y 2 − T 2(X3 −AX) + (αX3 +XAβ) = 0

qui est un fibré en conique.
Ce fibré a moins de 6 fibres singulières. Le corollaire 8 de l’article de Kollár et Mella [23]

démontre donc l’unirationnalité de E . Par conséquent, les points rationnels sont denses.

Pour conclure cette section, remarquons qu’un argument général permet de démontrer
la densité des points rationnels pour toutes les surfaces elliptiques rationnelles isotriviales
de j-invariant 1728.

Théorème 4.2.5. Soit E une surface elliptique rationnelle isotriviale d’invariant j(T ) =
1728.

Alors les points rationnels sont Zariski-denses.

Démonstration. Soit E une surface elliptique rationnelle isotriviale de j-invariant J(T ) =
1728.

Rappelons le théorème d’Iskovskih présenté en section 1.2.7 qui dit qu’une surface
elliptique rationnelle possède un modèle minimal X/Q qui est :

1. soit un fibré en coniques de degré 1,
2. soit une surface de Del Pezzo.
Soit X le modèle minimal de E .
Par la remarque 58, X n’est en aucun cas une surface de Del Pezzo de degré 1.
Dans les cas où le modèle minimal est un fibré en conique de degré 1, l’article de Kollár

et Mella [23] démontre l’unirationalité de X, et donc la densité de ses points rationnels.
Par conséquent, il en est de même pour E .
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Dans les cas où le modèle minimal est une surface de Del Pezzo de degré ≥ 3, les
travaux de Segre et Manin [28] démontrent l’unirationnalité de X et de E .

Il reste à traiter le cas où X est une surface de Del Pezzo de degré 2. Dans ce cas,
étudions les sections de E :

1. La section des points à l’infini [0, y, 0, 0].
2. La section exhibée par la proposition 4.2.2 [x, −b

u2 ,
1
u , 1] où u = 0, b = √a4x et

x ∈ a4Q∗2.
3. La section [0, 0, t, 1].
Si la contraction de deux d’entre elles donne une surface de Del Pezzo de degré 2, alors

l’image de la troisième est une courbe rationnelle. Si c’est une courbe exceptionnelle, on
peut la contracter pour obtenir une surface de Del Pezzo de degré 3, sur laquelle les points
rationnels sont denses. Si ce n’est pas une courbe exceptionnelle, elle permet toutefois de
trouver une infinité de point sur X. Par conséquent, il en existe qui ne sont ni sur une
courbe exceptionnelle si sur une quartique distinguée. On peut donc appliquer les travaux
de Salgado, Testa et Várilly-Alvarado qui démontre l’unirationalité et la densité des points
rationnels de X et de E .

4.2.3 Surfaces avec j(T ) = 0 : variation du signe

Soit X une surface elliptique rationnelle d’équation de Weierstrass

X : y2 = x3 + F (T, 1).

On ne connait pas d’argument géométrique général comme ceux présentés dans les
sections précédentes pour démontrer la densité des points rationnels. On peut toutefois
s’intéresser à la variation du signe des fibres de la surface. Plus précisément, on souhaite
étudier la cardinalité des ensembles

W±(E ) = {t ∈ Q|W (Et)}.

Si la cardinalité de W−, est infinie, le théorème 1.2.1 permet ensuite de conclure la
densité des points rationnels conditionnellement à la conjecture de parité.

Nous avons établi des formules pour le signe dans la section 3.2. Par ces formules, nous
savons que le signe sur ces surfaces peut être constant dans certain cas.

Dans la suite de cette section, nous cernons des conditions pour que le signe des fibres
de la surface elliptique sous-jacente soit invariant et déterminerons quel est ce signe.
Notation 6. Pour un entier N et un nombre premier p, on notera Np l’entier tel que
N = pvp(N)Np.

Théorème 4.2.6. Soit E une surface elliptique d’équation de Weierstrass

E : y2 = x3 + aT 6 + b,

où a, b ∈ Z et C = (a, b).
Alors la fonction du signe est constante si et seulement si on a a/C = 3A2 et b/C = B2

pour des entiers A et B qui respectent une des options de chacune des listes suivantes.
En particulier, si on pose

σ = #{p tel que p2|C et p ≡ 2 mod 3},

le signe de la surface elliptique E est égal à W (Et) = +1 pour toute fibre Et non singulière
(t ∈ Q) si et seulement si
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1. σ est pair et les entiers A,B,C relatifs à la surface satisfont
(a) une option de A. et une option de 2 ;
(b) une option de B. et une option de 1,

2. σ est impair et les entiers A,B,C relatifs à la surface satisfont
(a) une option de A. et une option de 1 ;
(b) une option de B. et une option de 2.

Première liste :
A. On a et C2 ≡ 3 mod 4 et un des cas suivants :

(a) v2(A) et v2(B) ≡ 0 mod 3 et v2(C) ≡ 0 mod 6
(b) v2(A) ≡ 1 mod 3 et

i. v2(C) ≡ 0 mod 6
ii. v2(C) ≡ 4 mod 6

(c) v2(B) ≡ 1 mod 3 et
i. v2(C) ≡ 0 mod 6
ii. v2(C) ≡ 2 mod 6

(d) v2(A) ≡ 2 mod 3 et
i. v2(C) ≡ 2 mod 6
ii. v2(C) ≡ 4 mod 6

(e) v2(B) ≡ 2 mod 3 et
i. v2(C) ≡ 0 mod 6
ii. v2(C) ≡ 2 mod 6

B. On a C2 ≡ 1 mod 4 et un des cas suivants :
(a) v2(A) et v2(B) ≡ 0 mod 3 et v2(C) ≡ 0 mod 6
(b) v2(A) ≡ 1 mod 3 et

i. v2(C) ≡ 0 mod 6
ii. v2(C) ≡ 2 mod 6

(c) v2(B) ≡ 1 mod 3 et
i. v2(C) ≡ 0 mod 6
ii. v2(C) ≡ 4 mod 6

(d) v2(A) ≡ 2 mod 3 et
i. v2(C) ≡ 0 mod 6
ii. v2(C) ≡ 2 mod 6

(e) v2(B) ≡ 2 mod 3 et
i. v2(C) ≡ 2 mod 6
ii. v2(C) ≡ 4 mod 6

Seconde liste :
Notation : Si v2(A) = 0, on pose k = v2(B) − 1 et A′ = B2, B

′ = A2. Sinon, on pose
k = v2(A) et A′ = A2, B′ = B2.

1. (a) k ≡ 0 mod 3,
i. v3(C) ≡ 3 mod 6
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A. B′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 4 mod 9,
B. B′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 1 mod 9,
C. B′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 7 mod 9,

ii. v3(C) ≡ 5 mod 6
A. A′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 2, 8 mod 9,
B. A′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 2, 5 mod 9,
C. A′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 5, 8 mod 9,

iii. v3(C) ≡ 0 mod 6
A. B′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 1, 4 mod 9,
B. B′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 1, 7 mod 9,
C. B′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 4, 7 mod 9,

iv. v3(C) ≡ 2 mod 6
A. A′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 2 mod 9,
B. A′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 5 mod 9,
C. A′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 8 mod 9,

(b) k ≡ 1 mod 3,
i. v3(C) ≡ 0 mod 6

A. C3 ≡ 1 mod 9. A′2 ≡ 1, 4 mod 9 et B′2 ≡ 7 mod 9,
B. C3 ≡ 2 mod 9. A′2 ≡ 1, 4 mod 9 et B′2 ≡ 7 mod 9,
C. C3 ≡ 4 mod 9. A′2 ≡ 1, 7 mod 9 et B′2 ≡ 4 mod 9,
D. C3 ≡ 5 mod 9. A′2 ≡ 4, 7 mod 9 et B′2 ≡ 1 mod 9,
E. C3 ≡ 7 mod 9. A′2 ≡ 4, 7 mod 9 et B′2 ≡ 1 mod 9,
F. C3 ≡ 8 mod 9. A′2 ≡ 1, 7 mod 9 et B′2 ≡ 4 mod 9,

ii. v3(C) ≡ 1, 4 mod 6 et C3 ≡ 1 mod 3,
iii. v3(C) ≡ 2, 5 mod 6 et C3 ≡ 2 mod 3,
iv. v3(C) ≡ 3 mod 6

A. C3 ≡ 1 mod 9. B′2 ≡ 1, 4 mod 9 et A′2 ≡ 4 mod 9,
B. C3 ≡ 2 mod 9. B′2 ≡ 1, 4 mod 9 et A′2 ≡ 1 mod 9,
C. C3 ≡ 4 mod 9. B′2 ≡ 1, 7 mod 9 et A′2 ≡ 1 mod 9,
D. C3 ≡ 5 mod 9. B′2 ≡ 4, 7 mod 9 et A′2 ≡ 4 mod 9,
E. C3 ≡ 7 mod 9. B′2 ≡ 4, 7 mod 9 et A′2 ≡ 7 mod 9,
F. C3 ≡ 8 mod 9. B′2 ≡ 1, 7 mod 9 et A′2 ≡ 7 mod 9,

(c) k ≡ 2 mod 3
i. v3(C) ≡ 1 mod 6

A. A′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 1, 4 mod 9,
B. A′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 1, 7 mod 9,
C. A′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 4, 7 mod 9,

ii. v3(C) ≡ 3 mod 6
A. B′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 2 mod 9,
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B. B′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 5 mod 9,
C. B′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 8 mod 9,

iii. v3(C) ≡ 0 mod 6
A. B′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 2, 8 mod 9,
B. B′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 2, 5 mod 9,
C. B′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 5, 8 mod 9,

iv. v3(C) ≡ 4 mod 6
A. A′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 4 mod 9,
B. A′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 1 mod 9,
C. A′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 7 mod 9,

2. (a) k ≡ 0 mod 3,
i. v3(C) ≡ 0 mod 6

A. B′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 5 mod 9,
B. B′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 8 mod 9,
C. B′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 2 mod 9,

ii. v3(C) ≡ 2 mod 6
A. A′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 1, 7 mod 9,
B. A′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 4, 7 mod 9,
C. A′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 1, 4 mod 9,

iii. v3(C) ≡ 3 mod 6
A. B′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 5, 8 mod 9,
B. B′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 2, 8 mod 9,
C. B′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 2, 5 mod 9,

iv. v3(C) ≡ 5 mod 6
A. A′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 7 mod 9,
B. A′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 4 mod 9,
C. A′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 1 mod 9,

(b) k ≡ 1 mod 3,
i. v3(C) ≡ 0 mod 6

A. C3 ≡ 1 mod 9. B′2 ≡ 1, 4 mod 9 et A′2 ≡ 7 mod 9,
B. C3 ≡ 2 mod 9. B′2 ≡ 1, 4 mod 9 et A′2 ≡ 7 mod 9,
C. C3 ≡ 4 mod 9. B′2 ≡ 1, 7 mod 9 et A′2 ≡ 4 mod 9,
D. C3 ≡ 5 mod 9. B′2 ≡ 4, 7 mod 9 et A′2 ≡ 1 mod 9,
E. C3 ≡ 7 mod 9. B′2 ≡ 4, 7 mod 9 et A′2 ≡ 1 mod 9,
F. C3 ≡ 8 mod 9. B′2 ≡ 1, 7 mod 9 et A′2 ≡ 4 mod 9,

ii. v3(C) ≡ 1.4 mod 6 et C3 ≡ 2 mod 3,
iii. v3(C) ≡ 2, 5 mod 6 et C3 ≡ 1 mod 3,
iv. v3(C) ≡ 3 mod 6

A. C3 ≡ 1 mod 9. A′2 ≡ 4 mod 9 et B′2 ≡ 1, 4 mod 9,
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B. C3 ≡ 2 mod 9. A′2 ≡ 1 mod 9 et B′2 ≡ 1, 4 mod 9,
C. C3 ≡ 4 mod 9. A′2 ≡ 1 mod 9 et B′2 ≡ 1, 7 mod 9,
D. C3 ≡ 5 mod 9. A′2 ≡ 4 mod 9 et B′2 ≡ 4, 7 mod 9,
E. C3 ≡ 7 mod 9. A′2 ≡ 7 mod 9 et B′2 ≡ 4, 7 mod 9,
F. C3 ≡ 8 mod 9. A′2 ≡ 7 mod 9 et B′2 ≡ 1, 7 mod 9,

(c) k ≡ 2 mod 3
i. v3(C) ≡ 0 mod 6

A. B′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 5 mod 9,
B. B′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 8 mod 9,
C. B′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 2 mod 9,

ii. v3(C) ≡ 1 mod 6
A. A′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 5 mod 9,
B. A′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 8 mod 9,
C. A′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 2 mod 9,

iii. v3(C) ≡ 3 mod 6
A. B′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 1, 7 mod 9,
B. B′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 4, 7 mod 9,
C. B′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 1, 4 mod 9,

iv. v3(C) ≡ 4 mod 6
A. A′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 5, 8 mod 9,
B. A′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 2, 8 mod 9,
C. A′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 2, 5 mod 9,

Pour les surfaces qui ont un signe négatif sur toute fibre non singulière, la conjecture
de parité avance que le rang des fibres de ces surfaces elliptiques est toujours strictement
positif. Pour celles dont le signe est partout positif, cependant et il n’est pas possible de
conclure quelque chose sur la densité des points rationnels à partir de l’étude du signe.

Exemple 2. Soit la surface elliptique définie par l’équation

y2 = x3 + 39(27T 6 + 1).

Par le théorème 4.2.6, la fonction du signe des fibres est constante lorsque t varie dans Q.
En effet, on a σ = 0 (donc pair), v2(C) = 0, C2 ≡ 3 mod 4 (donc E fait partie de la

liste B.), v3(C) = 1, v2(A) = 1 et C3 ≡ 1 mod 3 (donc E fait partie de la liste 1). Par
conséquent, on a

W (Et) = +1.

Exemple 3. Si on prend les mêmes hypothèses que dans l’exemple précédent, mais qu’on
choisit plutôt un C3 ≡ 2 mod 3, le signe sera −1.

Par exemple, cela est vrai pour la surface définie par l’équation

E : y2 = x3 + 15(27t6 + 1).

Dans la démonstration de ce théorème, on utilise deux lemmes qui étudient différentes
parties de la formule du signe.
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Lemme 4.2.7. Soit E une surface elliptique d’équation de Weierstrass

E : y2 = x3 + C(3A2T 6 +B2),

où A,B,C ∈ Z et pgcd(A,B) = 1.
Lorsque v2(B) = 0, on pose k = v2(A), A′ = A3 et B′ = B3. Si v2(A) = 0, on pose

k = v2(B)− l, A′ = B3 et B′ = A3.
La fonction w3(t) = W3(Et)(−1)v3(t) est constante si et seulement si
1. k ≡ 0 mod 3,

(a) v3(C) ≡ 0 mod 6
i. B′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 5 mod 9,
ii. B′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 8 mod 9,
iii. B′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 2 mod 9,

(b) v3(C) ≡ 2 mod 6
i. A′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 1, 7 mod 9,
ii. A′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 4, 7 mod 9,
iii. A′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 1, 4 mod 9,

(c) v3(C) ≡ 3 mod 6
i. B′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 4 mod 9,
ii. B′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 1 mod 9,
iii. B′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 7 mod 9,

(d) v3(C) ≡ 5 mod 6
i. A′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 2, 8 mod 9,
ii. A′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 2, 5 mod 9,
iii. A′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 5, 8 mod 9,

2. k ≡ 1 mod 3,
(a) v3(C) ≡ 0 mod 6

i. C3 ≡ 1 mod 9. B′2 ≡ 1, 4 mod 9 et A′2 ≡ 7 mod 9,
ii. C3 ≡ 2 mod 9. B′2 ≡ 1, 4 mod 9 et A′2 ≡ 7 mod 9,
iii. C3 ≡ 4 mod 9. B′2 ≡ 1, 7 mod 9 et A′2 ≡ 4 mod 9,
iv. C3 ≡ 5 mod 9. B′2 ≡ 4, 7 mod 9 et A′2 ≡ 1 mod 9,
v. C3 ≡ 7 mod 9. B′2 ≡ 4, 7 mod 9 et A′2 ≡ 1 mod 9,
vi. C3 ≡ 8 mod 9. B′2 ≡ 1, 7 mod 9 et A′2 ≡ 4 mod 9,

(b) v3(C) ≡ 1, 2 mod 6 et C3 ≡ 1 mod 3,
(c) v3(C) ≡ 3 mod 6

i. C3 ≡ 1 mod 9. B′2 ≡ 1, 4 mod 9 et A′2 ≡ 4 mod 9,
ii. C3 ≡ 2 mod 9. B′2 ≡ 1, 4 mod 9 et A′2 ≡ 1 mod 9,
iii. C3 ≡ 4 mod 9. B′2 ≡ 1, 7 mod 9 et A′2 ≡ 1 mod 9,
iv. C3 ≡ 5 mod 9. B′2 ≡ 4, 7 mod 9 et A′2 ≡ 4 mod 9,
v. C3 ≡ 7 mod 9. B′2 ≡ 4, 7 mod 9 et A′2 ≡ 7 mod 9,
vi. C3 ≡ 8 mod 9. B′2 ≡ 1, 7 mod 9 et A′2 ≡ 7 mod 9,
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(d) v3(C) ≡ 4, 5 mod 6 et C3 ≡ 2 mod 3,
3. k ≡ 2 mod 3

(a) v3(C) ≡ 0 mod 6
i. B′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 5 mod 9,
ii. B′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 8 mod 9,
iii. B′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 2 mod 9,

(b) v3(C) ≡ 1 mod 6
i. A′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 1, 4 mod 9,
ii. A′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 1, 7 mod 9,
iii. A′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 4, 7 mod 9,

(c) v3(C) ≡ 3 mod 6
i. B′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 2 mod 9,
ii. B′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 5 mod 9,
iii. B′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 8 mod 9,

(d) v3(C) ≡ 4 mod 6
i. A′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 5, 8 mod 9,
ii. A′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 2, 8 mod 9,
iii. A′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 2, 5 mod 9,

aux quels cas w3(t) = (−1)v3(C)+1, ou encore
1. k ≡ 0 mod 3,

(a) v3(C) ≡ 0 mod 6
i. B′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 1, 4 mod 9,
ii. B′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 1, 7 mod 9,
iii. B′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 4, 7 mod 9,

(b) v3(C) ≡ 2 mod 6
i. A′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 2 mod 9,
ii. A′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 5 mod 9,
iii. A′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 8 mod 9,

(c) v3(C) ≡ 3 mod 6
i. B′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 5, 8 mod 9,
ii. B′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 2, 8 mod 9,
iii. B′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 2, 5 mod 9,

(d) v3(C) ≡ 5 mod 6
i. A′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 7 mod 9,
ii. A′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 4 mod 9,
iii. A′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 1 mod 9,

2. k ≡ 1 mod 3,
(a) v3(C) ≡ 0 mod 6

i. C3 ≡ 1 mod 9. A′2 ≡ 1, 4 mod 9 et B′2 ≡ 7 mod 9,
ii. C3 ≡ 2 mod 9. A′2 ≡ 1, 4 mod 9 et B′2 ≡ 7 mod 9,
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iii. C3 ≡ 4 mod 9. A′2 ≡ 1, 7 mod 9 et B′2 ≡ 4 mod 9,
iv. C3 ≡ 5 mod 9. A′2 ≡ 4, 7 mod 9 et B′2 ≡ 1 mod 9,
v. C3 ≡ 7 mod 9. A′2 ≡ 4, 7 mod 9 et B′2 ≡ 1 mod 9,
vi. C3 ≡ 8 mod 9. A′2 ≡ 1, 7 mod 9 et B′2 ≡ 4 mod 9,

(b) v3(C) ≡ 1, 2 mod 6 et C3 ≡ 2 mod 3,
(c) v3(C) ≡ 3 mod 6

i. C3 ≡ 1 mod 9. A′2 ≡ 4 mod 9 et B′2 ≡ 1, 4 mod 9,
ii. C3 ≡ 2 mod 9. A′2 ≡ 1 mod 9 et B′2 ≡ 1, 4 mod 9,
iii. C3 ≡ 4 mod 9. A′2 ≡ 1 mod 9 et B′2 ≡ 1, 7 mod 9,
iv. C3 ≡ 5 mod 9. A′2 ≡ 4 mod 9 et B′2 ≡ 4, 7 mod 9,
v. C3 ≡ 7 mod 9. A′2 ≡ 7 mod 9 et B′2 ≡ 4, 7 mod 9,
vi. C3 ≡ 8 mod 9. A′2 ≡ 7 mod 9 et B′2 ≡ 1, 7 mod 9,

(d) v3(C) ≡ 4, 5 mod 6 et C3 ≡ 2 mod 3,
3. k ≡ 2 mod 3

(a) v3(C) ≡ 0 mod 6
i. B′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 2, 8 mod 9,
ii. B′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 2, 5 mod 9,
iii. B′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 5, 8 mod 9,

(b) v3(C) ≡ 1 mod 6
i. A′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 5 mod 9,
ii. A′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 8 mod 9,
iii. A′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 2 mod 9,

(c) v3(C) ≡ 3 mod 6
i. B′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 1, 7 mod 9,
ii. B′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 4, 7 mod 9,
iii. B′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 1, 4 mod 9,

(d) v3(C) ≡ 4 mod 6
i. A′2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 4 mod 9,
ii. A′2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 1 mod 9,
iii. A′2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 7 mod 9,

aux quels cas w3(t) = (−1)v3(C).

Démonstration. Soit δ = C(3A2m6 +B2n6).
Supposons que v3(A) = k et v3(B) = 0.
Soit (m,n) un couple d’entiers premiers entre eux tels que 6v3(n) < 2k + 1. On a

v3(δ) ≡ v3(C) mod 6 et δ3 ≡ C3B
2n6 mod 9. Sur ce choix de (m,n), la fonction w2 est

constante :

w3(t) =



(−1)v3(C)+1 si v3(C) ≡ 1, 2 mod 6 et C3 ≡ 1 mod 3
et si v3(C) ≡ 4, 5 mod 6 et C3 ≡ 2 mod 3,
si v3(C) ≡ 0 mod 6 et C3B

2 ≡ 5, 7 mod 9
si v3(C) ≡ 3 mod 6 et C3B

2 ≡ 2, 4 mod 9
(−1)v3(C) sinon.
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Supposons à présent que 6v3(n) > 2k + 1. On a dans ce cas v3(δ) = v3(C) + 2k + 1 et
δ3 ≡ C3A

2
3m

4. De même que précédement, on trouve que sur ce choix de (m,n), la valeur
de w3 est

w3(t) =



(−1)v3(C) si v3(C) + 2k ≡ 0, 2 mod 6 et C3 ≡ 1 mod 3
et si v3(C) + 2k ≡ 3, 4 mod 6 et C3 ≡ 2 mod 3,
si v3(C) + 2k ≡ 5 mod 6 et C3B

2 ≡ 5, 7 mod 9
si v3(C) + 2k ≡ 2 mod 6 et C3B

2 ≡ 2, 4 mod 9
(−1)v3(C) sinon.

En remarquant que C3B
2 ≡ 5, 7 mod 9 dans les cas suivants :

1. B2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 5, 7 mod 9
2. B2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 4, 8 mod 9
3. B2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 1, 2 mod 9

et que C3B
2 ≡ 2, 4 mod 9 dans les cas suivants :

1. B2 ≡ 1 mod 9 et C3 ≡ 2, 4 mod 9
2. B2 ≡ 4 mod 9 et C3 ≡ 1, 5 mod 9
3. B2 ≡ 7 mod 9 et C3 ≡ 7, 8 mod 9

on en déduit que la fonction w3 est constante dans les cas de l’énoncé. On procède pour
ce faire en comparant les deux formules pour chaque cas de k mod 3.

Lorsque v2(A) = 0 et v2(B) = l, on procède d’une manière similaire pour obtenir
les conditions précédentes, où k = l − 1 et en interchangeant A et B, afin d’obtenir une
fonction w3 est constante.

Lemme 4.2.8. Soit E une surface elliptique d’équation de Weierstrass

E : y2 = x3 + C(3A2T 6 +B2)x,

où A,B,C ∈ Z et pgcd(A,B) = 1. Pout t = u
v ∈ Q, on pose δ = C(A2u4 + B2v4). On

note δ2 l’entier tel que δ = 2ord2δδ2. La valeur de la fonction w2(t) := W2(Et)
(
−1
δ2

)
est

constante égale à
(
−1
C2

)
lorsque t ∈ Q varie si et

1. v2(A) et v2(B) ≡ 0 mod 3 et v2(C) ≡ 0 mod 6
2. v2(A) ≡ 1 mod 3 et

(a) v2(C) ≡ 0 mod 6
(b) v2(C) ≡ 2 mod 6 et C2 ≡ 1 mod 4
(c) v2(C) ≡ 4 mod 6 et C2 ≡ 3 mod 4

3. v2(B) ≡ 1 mod 3 et
(a) v2(C) ≡ 0 mod 6
(b) v2(C) ≡ 2 mod 6 et C2 ≡ 3 mod 4
(c) v2(C) ≡ 4 mod 6 et C2 ≡ 1 mod 4

4. v2(A) ≡ 2 mod 3 et
(a) v2(C) ≡ 0 mod 6 et C2 ≡ 1 mod 4
(b) v2(C) ≡ 2 mod 6
(c) v2(C) ≡ 4 mod 6 et C2 ≡ 3 mod 4
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5. v2(B) ≡ 2 mod 3 et
(a) v2(C) ≡ 0 mod 6 et C2 ≡ 3 mod 4
(b) v2(C) ≡ 2 mod 6
(c) v2(C) ≡ 4 mod 6 et C2 ≡ 1 mod 4

Démonstration. Supposons que v2(A) = k ∈ N et v2(B) = 0.
Soit (m,n) un couple d’entiers premiers entre eux.
Si 6v2(n) < 2k, alors v2(δ) ≡ v2(C) mod 6 et δ3 ≡ C2 mod 4. On a donc

w2(t) =


(
−1
C2

)
si v2(Cδ) ≡ 1, 3, 4, 5 mod 6 et C2 ≡ 1 mod 4

−
(
−1
C2

)
si v2(Cδ) ≡ 0, 2
ou si v2(Cδ) ≡ 1, 3, 4, 5 mod 6 et C2 ≡ 3 mod 4

Remarquons que cette formule s’applique aussi aux (m,n) ∈ Z2 tels que 2 | m.
Si 6v2(n) ≥ 2k, alors v2(δ) ≡ v2(C) + 2k mod 6 et δ2 ≡ 3C2 mod 4. On a donc

w2(t) =


(
−1
C2

)
si v2(Cδ) + 2k ≡ 1, 3, 4, 5 mod 6 et C2 ≡ 3 mod 4

−
(
−1
C2

)
si v2(Cδ) + 2k ≡ 0, 2
ou si v2(Cδ) ≡ 1, 3, 4, 5 mod 6 et C2 ≡ 1 mod 4

De ces formules, on déduit le comportement suivant de la fonction w2(t) lorsque
6v2(n) 6= 2k.

Lorsque k est divisible par 3, alors la fonction w2 est constante égale à −
(
−1
C2

)
si

v2(C) = 0, 2 mod 6.
Lorsque k ≡ 1 mod 3, alors la fonction w2 est constante égale à −

(
−1
C2

)
si et seulement

si la surface fait partie des cas suivants :
1. v2(C) ≡ 0 mod 6
2. v2(C) ≡ 2 mod 6 et C2 ≡ 1 mod 4
3. v2(C) ≡ 4 mod 6 et C2 ≡ 3 mod 4

Si k ≡ 2 mod 3, alors la fonction w2 est constante égale à −
(
−1
C2

)
si et seulement si

la surface fait partie des cas suivants :
1. v2(C) ≡ 0 mod 6 et C2 ≡ 1 mod 4
2. v2(C) ≡ 2 mod 6
3. v2(C) ≡ 4 mod 6 et C2 ≡ 3 mod 4
Lorsque k ≡ 0 mod 3, on doit procéder à un tri plus fin car il est possible que le signe

varie lorsqu’on considère de plus les n tels que 6v2(n) = 2k. Lorsqu’on a une paire (m,n)
avec n de telle sorte, alors v2(Cδ) = v2(C) + 2. Remarquons qu’en remplaçant n2 par n′
tel que n′ ≡ n2 + 8 mod 16, alors on fait passer la valeur de δ2 mod 4 de C2 à 3C2 et
vice-versa. Par conséquent, le signe varie quand on prend n tel que 6v2(n) = 2k dans les
cas où v2(C) ≡ 1, 2, 3, 5 mod 6. Il est constant sur de telles paires lorsque v2(C) ≡ 0, 4
mod 6.

Par conséquent, lorsque 3 | k, le signe est constant si et seulement si v2(C) ≡ 0 mod 6
Supposons maintenant que v2(A) = 0 et v2(B) = k. Alors par un raisonnement simi-

laire à ce qui précède, on trouve que w2(t) est constante et égale à −
(
−1
C2

)
si et seulement

si
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1. k ≡ 0 mod 3 et v2(C) ≡ 0 mod 6
2. k ≡ 1 mod 3 et

(a) v2(C) ≡ 0 mod 6
(b) v2(C) ≡ 2 mod 6 et C2 ≡ 3 mod 4
(c) v2(C) ≡ 4 mod 6 et C2 ≡ 1 mod 4

3. k ≡ 2 mod 3 et
(a) v2(C) ≡ 0 mod 6 et C2 ≡ 3 mod 4
(b) v2(C) ≡ 2 mod 6
(c) v2(C) ≡ 4 mod 6 et C2 ≡ 1 mod 4

Démonstration. (de la prop. 4.2.6) Soit C = pgcd(A,B).
Si 3A/B n’est pas un carré rationnel, alors le théorème 1.2.14 [51, Thm 2.1] assure que

le signe varie. Supposons que ce n’est pas le cas, c’est-à-dire qu’il existe a, b ∈ Z tels que
3a2 = A

C et b2 = B
C .

Soit E : y2 = x3 + C(3A2m6 + B2n6), la fibre en t = (m,n) ∈ P. associée à X une
surface de Del Pezzo de la forme w2 = z3 +Ax6 +By6.

On pose

δ = c(3a2m6 + b2n6) = 2v2(δ)3v3(δ)pe
1

1 ...p
en

n = 2v2(δ)3v3(δ)d1(d2)2

où d1 =
∏
ei impair p

ei
i et d2 =

∏
ei pair p

ei/2
i . Comme E est de la forme Eδ : y2 = x3 + δ, le

théorème 3.2.1 indique que la formule du signe est

W (Et) = −W2(Et)W3(Et)
(−1
d1

)(−3
d2

)
.

Remarquons que l’on a
(
−1
d1

)
=
(
−1
δ2

)
(−1)v3(δ), où δ2 est l’entier tel que δ = 2v2(δ)δ2.

Pour la suite, on utilisera les notations suivantes :
P(t) :=

(
−3
d2

)
, w2(t) := W2(Eδ)(−1

δ2
) et w3(t) := W3(Eδ)(−1)v3(δ).

Nous étudierons la variation de P, w2 et w3, les différentes parties de la formule du
signe, selon les valuations 2 et 3-adique de a, b et c, les valeurs de c2 mod 4 et c3 mod 9
et la factorisation en nombres premiers de c, afin de cerner les cas où ces composantes
sont constantes. Cette étude servira à comprendre le comportement global de la fonction
signe.

Pour tout a, b et c, P(t) est une constante. Celle-ci est égale à P = (−1)σ, où

σ = #{p tel que p2|C et p ≡ 2 mod 3},

En effet, les conditions qui déterminent le signe local en 3 font intervenir v3(δ) mod 6,
et δ3 mod 9, alors que celles pour le signe local en 2 font intervenir v2(δ) mod 4 et δ2
mod 4. Par conséquent, si l’une des valeurs w2 ou w3 présente une variation, alors le signe
global n’est pas constant. Dans le cas où une de w2 ou w3 est fixée et l’autre varie, on
a forcément une variation du signe. De plus, lorsque les deux présentent une variation,
celles-ci ne se produisent pas simultanément (et donc la surface elliptique ne peut pas
avoir un signe constant dans ces cas).

Par conséquent, le signe varie en dehors des surfaces telles que A,B,C respectent une
des conditions du lemme 4.2.8, et une de lemme 4.2.7.
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Remarque 63. L’indépendance de w2 et de w3 mentionnée à la fin de la démonstration est
également prédite par la formule du signe moyen de Helfgott pour une surface elliptique
isotriviale (Proposition 2.5.2), d’une façon similaire à celle mentionnée dans la section
2.6.1 de j-invariant 0.
Remarque 64. Le choix de s’intéresser à une surface de la forme

y2 = x3 +AT 6 +B

vient du théorème de Várilly-Alvarado [51, Théorème 2.1] qui démontre que la variation
du signe des fibres sur une surface elliptique rationnelle de la forme

y2 = x3 + F (T )

où F a un facteur primitif fi qui est tel que µ3 6⊆ Q[T ]/fi où µ3 est le groupe des racines
troisièmes de l’unité. Le contre-exemple le plus naturel à cette propriété est

F (T ) = C(3A2T 6 +B2).

Remarquons que le théorème 4.2.6 est la suite logique des travaux de Várilly-Alvarado,
en particulier celle de [51, Théorème 1.1] qui marquait le début de la tentative de cerner
les surfaces elliptique rationnelles isotriviales de cette forme dont les fibres ont toutes le
même signe.

4.2.4 Surfaces avec j(T ) = 1728 : variation du signe

La densité des points rationnels sur certaines surfaces elliptiques de la forme E : y2 =
x3 + g(T )x est assurée par l’argument en section 4.2.2. Pour ce faire, on construit un
point générique d’ordre infini sur une fibration elliptique de E . Il arrive toutefois que
cet argument ne fonctionne pas, en particulier quand la fonction est de la forme g(T ) =
AT 4 +B. Dans cette section, on trouve de la même façon que dans la section précédente
des surfaces elliptiques rationnelles de cette forme dont le signe est constant.

Théorème 4.2.9. Soit E une surface elliptique d’équation de Weierstrass

E : y2 = x3 + C(A2T 4 +B2)x,

où A,B,C ∈ Z et (A,B) = 1.
Alors la fonction du signe est constante si et seulement si v3(AB) est pair et si une

des options de la liste suivante est vérifiée :
1. (a) k est impair

i. v2(C) ≡ 0 mod 4
A. C2 ≡ 3 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 1 mod 16
B. C2 ≡ 11 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 9 mod 16

ii. v2(C) ≡ 1, 3 mod 4
A. C2 ≡ 3 mod 16,

iii. v2(C) ≡ 2 mod 4 et
A. C2 ≡ 9 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 9 mod 16

(b) k est impair et
i. v2(C) ≡ 0 mod 4
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A. C2 ≡ 5, 13 mod 16
B. C2 ≡ 7 mod 16, B2 ≡ A2 ≡ 9 mod 16
C. C2 ≡ 15 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 1 mod 16

ii. v2(C) ≡ 2 mod 4 et
A. C2 ≡ 7, 15 mod 16
B. C2 ≡ 5 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 1 mod 16
C. C2 ≡ 13 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 9 mod 16

2. (a) k est impair
i. v2(C) ≡ 0 mod 4

A. C2 ≡ 7 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 1 mod 16
B. C2 ≡ 15 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 9 mod 16

ii. v2(C) ≡ 1, 3 mod 4
A. C2 ≡ 7 mod 16,

iii. v2(C) ≡ 2 mod 4 et
A. C2 ≡ 5, 7 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 1 mod 16

(b) k est pair et
i. Si v2(C) = 0, 2

A. C2 ≡ 7 mod 8 et A2 ≡ B2 ≡ 9 mod 16
ii. v2(C) = 1

A. C2 ≡ 7, 15 mod 16 et A2 ≡ B2 + 8 mod 16,
iii. v2(C) = 3

A. C2 ≡ 5 mod 8 et A2 ≡ B2 + 8 mod 16,
(c) k est impair et

i. v2(C) ≡ 0 mod 4
A. C2 ≡ 1, 9 mod 16
B. C2 ≡ 3 mod 16, B2 ≡ A2 ≡ 9 mod 16
C. C2 ≡ 11 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 1 mod 16

ii. v2(C) ≡ 1, 3 mod 4
A. C2 ≡ 1, 3 mod 8

iii. v2(C) ≡ 2 mod 4 et
A. C2 ≡ 3, 11 mod 16
B. C2 ≡ 1 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 1 mod 16
C. C2 ≡ 9 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 9 mod 16

(d) k est pair et
i. Si v2(C) = 0

A. C2 ≡ 1 mod 16 et B2 ≡ 1 mod 16
B. C2 ≡ 3 mod 16 et A2 ≡ 9 mod 16
C. C2 ≡ 9 mod 16 et B2 ≡ 9 mod 16
D. C2 ≡ 11 mod 16 et A2 ≡ 1 mod 16

ii. v2(C) = 1
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A. C2 ≡ 3, 11 mod 16 et A2 ≡ B2 mod 16
iii. Si v2(C) = 2

A. C2 ≡ 1 mod 16 et A2 ≡ 1 mod 16,
B. C2 ≡ 3 mod 16 et B2 ≡ 9 mod 16,
C. C2 ≡ 9 mod 16 et A2 ≡ 9 mod 16,
D. C2 ≡ 11 mod 16 et B2 ≡ 1 mod 16,

iv. si v2(C) = 3
A. C2 ≡ 1 mod 8 et A2 ≡ B2 mod 16

Soit σ = #{p nombre premier | p2 | C et p ≡ 2 mod 3}.
Dans ce cas, le signe sera de valeur

W (Et) = +1

si et seulement si
1. σ est pair,

(a) v3(C) = 2 mod 4 et les coefficients respectent une option de la liste 1
(b) v3(C) 6= 2 mod 4 et les coefficients respectent une option de la liste 2

2. σ est impair
(a) v3(C) = 2 mod 4 et les coefficients respectent une option de la liste 2
(b) v3(C) 6= 2 mod 4 et les coefficients respectent une option de la liste 1

Exemple 4. La surface
E : y2 = x3 + 7(9T 4 + 25)x

est de signe −1 sur toute fibre en t ∈ Q.
La surface

E : y2 = x3 + 11(9T 4 + 25)x,

quant à elle est de signe +1 sur toute fibre en t ∈ Q.

Dans la démonstration de ce théorème, on utilise deux lemmes qui étudient différentes
parties de la formule du signe.

Lemme 4.2.10. Soit E une surface elliptique d’équation de Weierstrass

E : y2 = x3 + C(A2T 4 +B2)x,

où A,B,C ∈ Z et (A,B) = 1.
Le signe local en 3 est constant si et seulement si v3(AB) est pair. Dans ce cas, on a

W3(δ) =
{
−1 si v3(C) ≡ 2 mod 4
+1 sinon

Démonstration. Rappelons la formule dans ce cas (voir [51, Lemme 4.7]) :

W3(δ) =
{
−1 si v3(δ) ≡ 2 mod 4
+1 sinon

Pour chaque fibre Et, on étudiera la courbe Em,n : y2 = x3 +C(A2m4 +B2n4)x qui lui
est Q-isomorphe. On pose δ(m,n) = A2m4 + B2n4. Le signe local en 3 de Em,n dépend
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uniquement de v3(Cδ(m,n). Comme v3(C) est fixe, on étudiera la variation de v3(δ(m,n)
selon les cas de A et de B.

Pour tout l ∈ Z, on notera l3, l’entier tel que l = 3v3(l)l3.
Étant donné que par hypothèse A et B sont premiers entre eux, cela signifie que 3 ne

peut diviser que l’un de v3(A) ou v3(B) à la fois. Quitte à échanger les rôles de A et de
B, on peut supposer 3 - B et v3(A) = k pour un certain k ∈ Z. Pour tout m,n premiers
entre eux, on a δ(m,n) = 32k+4v3(m)A2

3m
4
3 +B234v3(n)n4

3.
Dans le cas où v3(n) = 0, on a δ(m,n) ≡ 1 mod 4 et v3(δ) = 0. Dans le cas où

0 < v3(n) ≤ k
2 − 1, on a δ(m,n)3 ≡ 32k−4v3(n) + 1 ≡ 1 mod 3 et v3(δ) ≡ 2k − 4v3(n) ≡ k

mod 4. Dans le cas où v3(n) = k
2 (ce qui se produit uniquement si k ≡ 0, 2 mod 4), on

a v3(δ) ≡ 2k mod 4 et δ3 ≡ 2 mod 4. Dans le cas où v3(n) ≥ k
2 + 1, on a v3(δ) ≡ −2k

mod 4 et δ3 ≡ 1 mod 3
Supposons que v3(AB) est impair. Soitm1, n1 non divisible par 3 et premiers entre eux.

On a δ(m1, n1) ≡ 0 mod 4. Soit m,n premiers entre eux tel que 3 | n. On a δ(m2, n2) ≡ 2
mod 4. Par conséquent, on a

W (Em1,n1) = −W (Em2,n2).

Supposons que v3(AB) est pair. Alors 2k ≡ −2k ≡ 0 mod 4. Par conséquent, v3(δ(m,n))
est constant pour toute valeur de m,n ∈ Z premiers entre eux. On a dans ce cas :

W (Em,n) = −1⇔ v3(C) ≡ 2 mod 4.

Lemme 4.2.11. Soient A,B,C ∈ Z des entiers premiers entre eux et tels que 2 - B. Soit
E une surface elliptique d’équation de Weierstrass

E : y2 = x3 + C(A2T 4 +B2)x.

Pour t = u
v ∈ Q, on pose δ = C(A2u4 +B2v4). On note δ2 l’entier tel que δ = 2ord2δδ2.

Si v2(A) = 0, on pose k = v2(B) et A′ = B3 et B′ = A3. Sinon, on pose k = v2(A) et
A′ = A3 et B′ = B3.

La valeur de w2(Et) := W2(Et)
(
−2
δ2

)
est constante lorsque t ∈ Q varie si et seulement

si
1. k est impair

(a) v2(C) ≡ 0 mod 4
i. C2 ≡ 3, 7 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 1 mod 16
ii. C2 ≡ 11, 15 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 9 mod 16

(b) v2(C) ≡ 1, 3 mod 4
i. C2 ≡ 3, 7 mod 16,

(c) v2(C) ≡ 2 mod 4 et
i. C2 ≡ 5, 7 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 1 mod 16
ii. C2 ≡ 9, 13 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 9 mod 16

2. k est pair et
(a) Si v2(C) = 0, 2

i. C2 ≡ 7 mod 8 et A2 ≡ B2 ≡ 9 mod 16
(b) v2(C) = 1
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i. C2 ≡ 7, 15 mod 16 et A2 ≡ B2 + 8 mod 16,
(c) v2(C) = 3

i. C2 ≡ 5 mod 8 et A2 ≡ B2 + 8 mod 16,
auxquels cas w2(Et) =

(
−2
C2

)
et les cas suivants :

1. k est impair et
(a) v2(C) ≡ 0 mod 4

i. C2 ≡ 1, 5, 9, 13 mod 16
ii. C2 ≡ 3, 7 mod 16, B2 ≡ A2 ≡ 9 mod 16
iii. C2 ≡ 11, 15 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 1 mod 16

(b) v2(C) ≡ 1, 3 mod 4
i. C2 ≡ 1, 3 mod 8

(c) v2(C) ≡ 2 mod 4 et
i. C2 ≡ 3, 7, 11, 15 mod 16
ii. C2 ≡ 1, 5 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 1 mod 16
iii. C2 ≡ 9, 13 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 9 mod 16

2. k est pair et
(a) Si v2(C) = 0

i. C2 ≡ 1 mod 16 et B2 ≡ 1 mod 16
ii. C2 ≡ 3 mod 16 et A2 ≡ 9 mod 16
iii. C2 ≡ 9 mod 16 et B2 ≡ 9 mod 16
iv. C2 ≡ 11 mod 16 et A2 ≡ 1 mod 16

(b) v2(C) = 1
i. C2 ≡ 3, 11 mod 16 et A2 ≡ B2 mod 16

(c) Si v2(C) = 2
i. C2 ≡ 1 mod 16 et A2 ≡ 1 mod 16,
ii. C2 ≡ 3 mod 16 et B2 ≡ 9 mod 16,
iii. C2 ≡ 9 mod 16 et A2 ≡ 9 mod 16,
iv. C2 ≡ 11 mod 16 et B2 ≡ 1 mod 16,

(d) si v2(C) = 3
i. C2 ≡ 1 mod 8 et A2 ≡ B2 mod 16

auxquels cas w2(Et) = −
(
−2
C2

)
.

Démonstration. Pour tout m,n ∈ Z premiers entre eux, soit Em,n : y2 = x3 + C(A2m4 +
B2n4)x une courbe elliptique Q-isomorphe à Em

n
. On connait la formule du signe local en

2 grâce à [51, Lemme 4.7] (un résultat aussi présenté dans le lemme 3.2.3). De plus, on se
rappelle que si t est un entier impair, on a

(−2
t

) =
{

+1 si t ≡ 1, 3 mod 8,
−1 sinon.

On pose
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On pose pour tout m,n ∈ Z premiers entre eux l’entier α(m,n) = A2m4 + B2n4,
c’est-à-dire que δ(m,n) = C ·α(m,n). On va étudier les valeurs de v2(δ) et de δ2 mod 16.
On en déduira la valeur de w2 pour chaque cas.

Comme on a supposé que A et B sont premiers entre eux, il ne peut y en avoir un seul
qui soit divisible par 2. Quitte à inverser les rôles de A et de B, on peut supposer que
v2(A) = k pour un entier k ∈ Z et que v2(B) = 0.

On écrit
α(m,n) = 22kA2

2m
4 +B224v2(n)n4

2,

pour (m,n) un couple d’entier premiers entre eux.
Supposons que 2k > 4v2(n). Dans ce cas, v2(δ(m,n)) = 4v2(n)+v2(C) ≡ v2(C) mod 4

et δ(m,n)2 ≡ B2C2 mod 16. Dans ce cas,

W2(Em,n) =


+1 si v2(C) ≡ 0 mod 4 et B2C2 ≡ 3, 7 mod 16,

si v2(C) ≡ 2 mod 4 et B2C2 ≡ 9, 13 mod 16,
si v2(C) ≡ 1, 3 mod 4 et B2C2 ≡ 5, 7 mod 8,

−1 sinon.

(4.5)

Supposons que 2k > 4v2(n). Dans ce cas, v2(δ(m,n)) = 2k + v2(C) mod 4. On a
δ2 ≡ C2A

2
2 mod 16. Par conséquent, le signe est

W2(Em,n) =


+1 si v2(C) ≡ 2k mod 4 et C2A

2
2 ≡ 3, 7 mod 16,

si v2(C) ≡ 2k − 2 mod 4 et C2A
2
2 ≡ 9, 13 mod 16,

si v2(C) ≡ 1, 3 mod 4 et C2A
2
2 ≡ 5, 7 mod 8,

−1 sinon.

(4.6)

Supposons que k est impair.
On en déduit que, si k est impair, alors la fonction w2 est constante dans les cas

suivants :
1. v2(C) ≡ 0 mod 4

(a) C2 ≡ 3, 7 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 1 mod 16
(b) C2 ≡ 11, 15 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 9 mod 16

2. v2(C) ≡ 1, 3 mod 4
(a) C2 ≡ 3, 7 mod 16,

3. v2(C) ≡ 2 mod 4 et
(a) C2 ≡ 5, 7 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 1 mod 16
(b) C2 ≡ 9, 13 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 9 mod 16

auquel cas w2(t) = (−2
C2

) ou encore
1. v2(C) ≡ 0 mod 4

(a) C2 ≡ 1, 5, 9, 13 mod 16
(b) C2 ≡ 3, 7 mod 16, B2 ≡ A2 ≡ 9 mod 16
(c) C2 ≡ 11, 15 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 1 mod 16

2. v2(C) ≡ 1, 3 mod 4
(a) C2 ≡ 1, 3 mod 8

3. v2(C) ≡ 2 mod 4 et
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(a) C2 ≡ 3, 7, 11, 15 mod 16
(b) C2 ≡ 1, 5 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 1 mod 16
(c) C2 ≡ 9, 13 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 9 mod 16

auquel cas w2 = −
(
−2
C2

)
.

On suppose maintenant que k est pair.
Remarquons que si k = 0, alors il n’est pas possible que k = 2k > 4v2(n). Cependant,

lorsqu’on prend (m,n) un couple d’entiers premiers entre eux tels que 2 | m, alors on
obtient la formule (4.6).

On trouve les cas suivants, où le signe peut être constant lorsque v2(n), v2(m) 6= 2k.

1. v2(C) ≡ 0, 2 mod 4

(a) C2 ≡ 7 mod 16, A2 ≡ B2 ≡ 9 mod 16

2. v2(C) ≡ 1, 3 mod 4

(a) C2 ≡ 5, 7 mod 8,

auquel cas w2(t) = (−2
C2

) ou encore

1. v2(C) ≡ 0 mod 4

(a) C2 ≡ 1, 5 mod 16, B2 ≡ 1 mod 16
(b) C2 ≡ 3, 7 mod 16, A2 ≡ 9 mod 16
(c) C2 ≡ 5 mod 16, B2 ≡ 1 mod 16,
(d) C2 ≡ 9, 13 mod 16 B2 ≡ 9 mod 16
(e) C2 ≡ 11, 15 mod 16, A2 ≡ 1 mod 16

2. v2(C) ≡ 1, 3 mod 4

(a) C2 ≡ 1, 3 mod 8,

3. v2(C) ≡ 2 mod 4

(a) C2 ≡ 1, 5 mod 16, A2 ≡ 1 mod 16
(b) C2 ≡ 3, 7 mod 16, B2 ≡ 9 mod 16
(c) C2 ≡ 5 mod 16, A2 ≡ 1 mod 16,
(d) C2 ≡ 9, 13 mod 16 A2 ≡ 9 mod 16
(e) C2 ≡ 11, 15 mod 16, B2 ≡ 1 mod 16

auquel cas w2 = −
(
−2
C2

)
.

Pour ces exceptions, on procède à un tri plus fin.
Selon les valeurs de A2m4, B2n4

2 (qui se trouvent parmi 1, 9, 17, 25 mod 32), on déter-
mine les valeurs possibles de δ2 et v2(δ).

Dans tous les cas, v2(δ) = v2(C)+2k+1 ≡ v2(C)+1 mod 4. Remarquons quem4 et n4
2

peuvent prendre les valeurs 1, 17 mod 32. Par conséquent, on pourra, en choisissant une
valeur n′4 ≡ 17n4 mod 32, on a δ′2 ≡ 9δ2 mod 16. Par conséquent, on aura, si A2 ≡ B2

mod 16, δ2 ∈ {1, 9 mod 16} et si A2 6≡ B2 mod 16, δ2 ∈ {5, 13}.
Soient, s’ils existent, des rationnels t1, t5, t9, t13 associés à des couples d’entiers premiers

entre eux (mi, ni) tels que δ2(mi, ni) = i. On a l’existence de t1, t9 si et seulement si
A2 ≡ B2 mod 16 et l’existence de t5, t13 si et seulement si A2 ≡ B2 + 8 mod 16.
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Supposons que v2(C) = 0, 2. Alors

w2(ti) =
(−2
C2

)
⇔ C2 ≡ 5, 7 mod 8, lorsque i = 1, 9

w2(ti) =
(−2
C2

)
⇔ C2 ≡ 1, 3 mod 8, lorsque i = 5, 13.

Si l’on compare le comportement de la fonction w2 lorsque 4v2(n) = 2k avec celui où
4v2(n) 6= 2k, on ne retient que les cas suivant où le signe est constant :

1. Si v2(C) = 0, 2

(a) C2 ≡ 7 mod 8 et A2 ≡ B2 ≡ 9 mod 16

auxquels cas w2(Et) =
(
−2
C2

)
et les cas suivants :

1. Si v2(C) = 0

(a) C2 ≡ 1 mod 16 et B2 ≡ 1 mod 16
(b) C2 ≡ 3 mod 16 et A2 ≡ 9 mod 16
(c) C2 ≡ 9 mod 16 et B2 ≡ 9 mod 16
(d) C2 ≡ 11 mod 16 et A2 ≡ 1 mod 16

2. Si v2(C) = 2

(a) C2 ≡ 1 mod 16 et A2 ≡ 1 mod 16,
(b) C2 ≡ 3 mod 16 et B2 ≡ 9 mod 16,
(c) C2 ≡ 9 mod 16 et A2 ≡ 9 mod 16,
(d) C2 ≡ 11 mod 16 et B2 ≡ 1 mod 16,

auxquels cas w2(Et) = −
(
−2
C2

)
.

Supposons que v2(C) = 1. Alors

w2(t1) =
(−2
C2

)
⇔ C2 ≡ 9, 13 mod 16

w2(t9) =
(−2
C2

)
⇔ C2 ≡ 1, 5 mod 16

w2(t5) =
(−2
C2

)
⇔ C2 ≡ 1, 3, 7, 11, 13, 15 mod 16

w2(t13) =
(−2
C2

)
⇔ C2 ≡ 3, 5, 7, 9, 11, 15 mod 16

Si l’on compare le comportement de la fonction w2 lorsque 4v2(n) = 2k avec celui où
4v2(n) 6= 2k, on ne retient que les cas suivant où le signe est constant pour tout t :

1. C2 ≡ 7, 15 mod 16 et A2 ≡ B2 + 8 mod 16,

auxquels cas w2(Et) =
(
−2
C2

)
et les cas suivants :

2. C2 ≡ 3, 11 mod 16 et A2 ≡ B2 mod 16

auxquels cas w2(Et) = −
(
−2
C2

)
.
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Supposons que v2(C) = 3. Alors

w2(t1) =
(−2
C2

)
⇔ C2 ≡ 3, 7 mod 16

w2(t9) =
(−2
C2

)
⇔ C2 ≡ 11, 15 mod 16

w2(t5) =
(−2
C2

)
⇔ C2 ≡ 1, 3, 5, 9, 13, 15 mod 16

w2(t13) =
(−2
C2

)
⇔ C2 ≡ 1, 5, 7, 9, 11, 13 mod 16

Si l’on compare le comportement de la fonction w2 lorsque 4v2(n) = 2k avec celui où
4v2(n) 6= 2k, on ne retient que les cas suivant où le signe est constant pour tout t :

1. C2 ≡ 5 mod 8 et A2 ≡ B2 + 8 mod 16,
auxquels cas w2(Et) =

(
−2
C2

)
et les cas suivants :

2. C2 ≡ 1 mod 8 et A2 ≡ B2 mod 16
auxquels cas w2(Et) = −

(
−2
C2

)
.

Démonstration. (du théorème 4.2.9)
Soit une surface elliptique isotriviale de la forme

E : y2 = x3 + C2(A2m4 +B2n4),

où A,B,C ∈ Z et (A,B) = 1.
Par le théorème 3.2.2, le signe en t d’une telle surface est donnée par la formule

W (E ) = −W2(Et)W3(Et)
(−2
t1

)(−1
τ2

)
,

où t1 et τ2 sont tels que définis dans ce même théorème. On pose δ = A2m4 +B2n4.
On remarque qu’on a

(
−2
t1

)
= (−2

t′ ), où t′ est l’entier tel que t′ = 2v2(t)t′

Pour la suite, on utilisera les notations suivantes :
P(t) :=

(
−1
t2

)
, w2(t) := W2(Eδ)

(
−2
t′

)
et w3(t) := W3(Et).

La variation de P, w2 et w3, les différentes parties de la formule du signe, selon
les valuations 2 et 3-adique de a, b et c, les valeurs de c2 mod 16 et c3 mod 3 et la
factorisation en nombres premiers de c, permet de cerner les cas où ces composantes sont
constantes.

Pour tout A, B et C, la valeur de P(t) est constante sur toute fibre. Explicitement,
on a

P = (−1)σ,

où
σ = #{p tel que p2|c et p ≡ 3 mod 4}.

Le lemme 4.2.11 donne les conditions pour que w2 soit constant et le lemme 4.2.10
donne celles pour que W3 soit constant. En combinant, on obtient bien les conditions et
conclusions du théorème.
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4.3 Densité des points rationnels sur des surfaces elliptiques
rationnelles non isotriviales

Dans cette section, nous classifierons les surfaces elliptiques rationnelles non isotriviales
pour lesquelles les travaux de Helfgott abordés dans le chapitre 2 s’appliquent incondition-
nellement. Puis, nous donnerons des arguments géométriques démontrant la densité des
points rationnels inconditionnellement pour davantage de surfaces elliptiques rationnelles
non isotriviales et de surfaces de Del Pezzo de degré 1.

4.3.1 Où les travaux de Helfgott sont inconditionnels

Soit E une surface elliptique rationnelle représentée par l’équation

E : y2 = x3 + F (u, 1)x+G(u, 1),

où F et G sont des polynômes homogènes de degré respectif 4 et 6 qui définissent un
modèle minimal. On la suppose non isotriviale, et donc en particulier FG 6= 0. On pose
∆ = 4F 3 + 27G2 =

∏s
i=0 P

mi
i (le discriminant de E ) et M(u, v) =

∏
i∈I′ Pi(u, v) où I ′ = {i

tel que Pi - F} (le produit des places multiplicatives).
Les travaux de Helfgott ([15]) imposent que ∆ respecte la conjecture du crible des

valeurs sans facteur carré, et que ME respecte la conjecture de Chowla. Nous pouvons
utiliser ces conjectures sous deux formes :
A. la variante homogène, qui est vérifiée si

(a) degPi ≤ 6 (conjecture du crible des valeurs sans facteur carré) et
(b) degME ≤ 3 ou siME est un produit de facteurs linéaires (conjecture de Chowla) ;

B. la variante à une variable, qui est vérifiée si
(a) degPi ≤ 3 (conjecture du crible des valeurs sans facteur carré) et
(b) degME ≤ 1 (conjecture de Chowla).

Les cas vérifiés par la seconde sont inclus dans les cas vérifiant la première.
Rappelons que ME désigne l’ensemble des places de réduction multiplicative.

Proposition 4.3.1. Soit E une surface elliptique rationnelle non isotriviale d’équation

E : y2 = x3 + F (T, 1)X +G(T, 1),

où F et G sont des polynômes homogènes de degré respectif 4 et 6.
On suppose que E respecte l’une des propriétés suivantes :
1. M = ∅ ;
2. les places de M sont toutes rationnelles ;
3. M = {P} pour P ∈ Z[T ] un polynôme de degré 3 ;
4. M = {P1, P2} pour P1, P2 ∈ Z[T ] des polynômes de degré respectivement 1 et 2 ;
5. M = { 1

T , P2} où P2 ∈ Z[T ] un polynôme de degré 2.
Alors les ensembles W± sont tous deux de cardinalité infinie.

Remarque 65. Cette proposition recense toutes les surfaces elliptiques rationnelles pour
lesquelles les travaux de Helfgott s’appliquent inconditionnellement.
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Remarque 66. Une rapide étude permet de vérifier qu’il existe bien des surfaces elliptiques
rationnelles dans tous les cas listés.

Lorsque M = ∅, la surface obtenue par la contraction de la section à l’infini n’est
jamais une surface de Del Pezzo de degré 1. En effet, une surface elliptique sans place de
réduction multiplicative est automatiquement pourvue d’une place de réduction potentiel-
lement multiplicative. Dans ce cas, le corollaire 4.1.1 informe que E ne provient pas d’une
surface de Del Pezzo de degré 1.

Dans les autres cas, on peut toujours trouver des surfaces de Del Pezzo de degré 1.
Remarque 67. Les arguments géométriques présentés dans la section 4.3.3 démontrent la
densité sur certains cas pour lesquels on ne peut pas appliquer inconditionnellement les
travaux de Helfgott.

La proposition 4.3.4 demande qu’il existe une place rationnelle de type I∗m, II∗, III∗
IV ∗ ou I∗0 .

Démonstration. (de la proposition 4.3.1)
Soient les polynômes
1. BE le produit des polynômes associées aux places de mauvaises réductions de E qui

ne sont pas de type I∗0 ,
2. ME le produit des polynômes associés aux places de réduction multiplicative de E .
Le théorème 2.6.3 et la conjecture de parité démontrent la variation du signe des fibres

lorsque E est une surface non isotriviale dont les polynômes associés sont tels que
1. BE respecte la conjecture du crible sans facteurs carrés en version homogène,
2. ME respecte la conjecture de Chowla en version homogène.
Il suffit de vérifier dans quels cas ces hypothèses sont vérifiées.
S’il n’existe pas de place de réduction multiplicative sur E , alorsME = 1. Il n’y a donc

pas besoin de recourir à la conjecture de Chowla. De plus, les facteurs irréductibles de ∆
apparaissent avec l’exposant ≥ 2. Ils sont donc de degré ≤ 6. Par conséquent, la conjecture
du crible des facteurs carrés en version homogène est vérifiée.

Supposons maintenant qu’il existe une place de réduction multiplicative sur E .
Soit l’équation de Weierstrass pour E

y2 = x3 + F (T, 1)x+G(T, 1),

où F,G ∈ Z[U, V ] sont des polynômes homogènes de degré respectifs 4 et 6 qui définissent
un modèle de Weierstrass minimal. Soit C, le plus grand polynôme primitif tel que C | F
et C2 | G. On écrit F = aCF1 et G = bC2G1 pour F1 et G1 des polynômes primitifs
adéquats et a, b les constantes adéquates. Soit R := pgcd(F1, G1). Remarquons que le
polynôme R est séparable par construction. On écrit F = aCRF2 et G = bC2RG2 pour
F2, G2 des polynômes adéquats.

Le discriminant s’écrit

∆ = C3R2(4a3RF 3
2 + 27b2CG2

2).

Remarquons que si la surface est non isotriviale, alors s’il existe P un polynôme tel
que P 4 | F , alors P 6 - G, et donc ordPC ≤ 3.

Remarquons que R, C, F2 et G2 vérifient la conjecture du crible des facteurs carrés en
version homogène, car de degré ≤ 6.

On définit M0 = (4RF 3
2 − 27CG2

2) et on remarque que ∆ = C2R3M0.
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Le polynôme Mo est un produit de puissances de polynômes associés à des places de
réduction multiplicative ou additive.

Il est possible que Mo soit divisible par les polynômes dont la réduction est de type
additive. Celles-ci sont associées à un facteur de C ou de R.

Il existe donc, pour F = Pα1
1 . . . Pαrr (la décomposition en facteurs irréductibles de F )

des entiers βi ∈ N tels que
M1 = Mo

P β1
1 . . . P βrr

.

On utilise le lemme 4.3.2 (qui suit) sur red(M1) =
∏
P |M1 P pour conclure. Par consé-

quent, on aura également que Mo vérifie la version pour les polynômes en une variable de
la conjecture du crible des valeurs sans facteurs carrés, et donc également la version pour
les polynômes homogènes en deux variables.

Lemme 4.3.2. Soit M un polynôme homogène.
Alors M satisfait la conjecture de Chowla en version homogène si
1. c’est un produit de polynômes linéaires ;
2. c’est le produit d’une puissance d’un polynôme quadratique et d’une puissance d’un

polynôme linéaire ; ou
3. c’est une puissance d’un polynôme de degré 3.

Démonstration. Ceci se déduit aisément du théorème 1.3.6.

4.3.2 Forme des surfaces elliptiques rationnelles sans place de réduction
multiplicative

Proposition 4.3.3. Soit X une surface elliptique rationnelle non isotriviale et n’admet
pas de place de réduction de type Im. Alors X peut être décrite par l’une des équations
suivantes :

E1 : y2 = x3 + aL2
1Qx+ bL3

1QM, (4.7)

où de plus Q = cL2
1−27b2M2

4a3 ; et

E2 : y2 = x3 + aL2
1L2L3x+ bL3

1L
2
2L3, (4.8)

où de plus, L1 = 4a3L3 − 27b2L2 ; pour a, b ∈ Z, L1, L2, L3 et M des polynômes linéaires
et Q un polynôme quadratique.

Remarque 68. Les conjectures en version homogène et en version une variable sont vérifiées
sur les surfaces Ea et Eb. En effet, la conjecture de Chowla est vraie carME = 1, et comme
tous les polynômes impliqués sont linéaires, la conjecture du crible des facteurs carrés est
également vérifiée.
Remarque 69. Dans le premier cas, les places de mauvaises réductions sont celle associée
à L1, de type I∗2 , et celles associées aux facteurs irréductible de Q, de type II.

Dans le second cas, on a trois places de mauvaise réduction rationnelles : celle associée
à 4a3L2 − 27b2L3 est de type I∗1 , celle associée à L2 est de type III et celle associée à L3
est de type II.

Ceci donne une piste pour démontrer la densité des points rationnels sur (4.8) qui sera
développée dans la section 4.3.3.
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Démonstration. Soit E la surface elliptique rationnelle associée à X d’équation de Weiers-
trass :

E : y2 = x3 − 27c4(T )x− 54c6(T ),

où c4(T ), c6(T ) ∈ Z[T ] sont de degré respectivement inférieur à 4 et à 6. Soit ∆ son
déterminant. Cette surface est pourvue d’une place de réduction de type I∗m car l’invariant
j = c3

4
∆ possède obligatoirement un pôle (en un polynôme irréductible P ∈ Z[T ] ou en 1

T ).
Chaque fibre en t = m

n a aussi pour équation :

Et = Em,n : y2 = x3 + n4−deg c4c4

(
m

n

)
x+ n6−deg c6c6

(
m

n

)
.

Supposons que P soit le polynôme associé à une place de réduction de type I∗m, alors
on écrit F = P 2F1 et G = P 3G1 pour certains polynômes F1, G1. On a que P | (F 3

1 −G2
1).

On doit avoir degP = 1. En effet, si degP = 2, alors G1 et F1 sont constants et
par conséquent E est isotriviale. Le cas où degP > 2 est impossible car on aurait alors
degG > 6.

Par conséquent, une surface rationnelle non isotriviale sans place de réduction de type
Im possède une place rationnelle de réduction I∗m. On a degP = 1, degF1 = 2 et degG1 =
3.

Le cas où (F1, G1) = 1 est impossible. En effet, on devrait avoir P 6 | F 3
1 − G2

1 et
la surface serait isotriviale. Par conséquent, F1 et G1 ont un facteur commun, que nous
notons A. On écrit F1 = AF2 et G1 = AG2 pour les polynômes appropriés F2 et G2. On
a ∆ = P 6A2(AF 3

2 −G2
2). La réduction en A est donc additive.

Supposons que degA = 2. Dans ce cas, si (A,G2) = 1, on doit avoir l’égalité

A = γP 2 +G2
2.

Si (A,G2) = A2 pour un polynôme linéaire A2, alors on doit avoir

P = A1 −A2
γ

.

Supposons que degA = 1. Si A | G2, on doit avoir

A = F 3
2 − γP 3

G2
3

.

Cependant, il n’existe pas de polynômes A,P,G2, F2 ∈ Z[T ] respectant cette propriété. En
effet, en changeant de variable linéaire v = P (t), et posant ν = u

v , on se ramène à résoudre

4a3F2(ν)3 + 27b2A(ν)M(ν)2 = c.

Comme F2 6= P , F2(ν) est non constant. Soit u0 tel que F2(u0) = 0. On a

27b2A(u0)G3(u0)2 = c 6= 0.

En dérivant en u0, on obtient :

2A(u0)G3(u0)G′3(u0) +A′(u0)G3(u0)2 = 0.

En dérivant une seconde fois on a :

2A(u0)G′3(u0)2 + 2A(u0) + 4A′(u0)G′3(u0)G3(u0) +A′′(u0)G3(u0)2 = 0.
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En remarquant que G3 est linéaire, on a :

2A(u0)G′3(u0) + 4A′(u0)G3(u0) = 0.

Par conséquent, A est proportionnel à G3. Pour tout P ∈ Z[T ] linéaire, le polynôme
P (T )3− c n’a pas de racine double. Donc, F2 doit être constant. Par conséquent G3, F2, A
et P sont proportionnels et la surface E est isotriviale.

Si A - G2, on doit avoir l’égalité

A = γP 4 +G2
2

F 3
2

.

Par un raisonnement similaire au cas précédent, ce cas n’est pas possible non plus.

4.3.3 Arguments géométriques

Nous démontrerons dans cette section deux résultats qui traitent davantage de sur-
faces elliptiques rationnelles non isotriviales que l’article de Helfgott et ce d’une manière
inconditionnelle.

Proposition 4.3.4. Soit E une surface elliptique d’équation

E : y2 = x3 + L2Qx+ L3C,

où L,Q,C ∈ Z[u, v] sont de degrés respectifs 1, 2 et 3. La surface E est unirationnelle.
En particulier, on a la densité des points rationnels de E au sens de Zariski.

Remarque 70. Le polynôme L de la surface E du théorème précédent est tel que L6 | ∆.
Comme on a pris un modèle de Weierstrass minimal pour E , cela signifie que la réduction
en L est de type I∗0 , II∗, III∗, IV ∗ ou I∗m. Inversement, si on a une surface possédant
une place rationnelle d’un de ces types, on peut lui trouver une équation de la forme de
la proposition. On en déduit directement le corollaire suivant :

Corollaire 4.3.5. Si une surface elliptique rationnelle E possède une place rationnelle
de type I∗0 , II∗, III∗, IV ∗ ou I∗m, alors les points rationnels de X sont denses pour la
topologie de Zariski.

En particulier, si E est une surface elliptique non isotriviale sans place de réduction
multiplicative, alors ses points rationnels sont denses.

Démonstration. Soit S une surface elliptique représentée par l’équation

S : y2 = x3 + L(t, 1)2Q(t, 1)x+ L(t, 1)3C(t, 1),

où L,Q,C ∈ Z[u, v] sont de degrés respectifs 1, 2 et 3. Remarquons que cette surface est
rationnelle.

On étudie la surface qui lui est birationnelle( y
L3

)2
=
( x
L2

)3
+ Q

L2

( x
L2

)
+
( C
L3

)
. (4.9)

Quitte à faire un changement linéaire sur u, v, on peut supposer que L(u, v) = v. On
pose donc t = u

v , x
′ = x

v2 et y′ = y
v3 , dont la transformation inverse est x = x′v2, y = y′v3,

u = tv. Par ce changement de variable, 4.9 devient

S′ : y′2 = x′3 + q(t)x′ + c(t) ⊂ P3,
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avec Q(t, 1) = q(t) et C(t, 1) = c(t), qui est une surface cubique avec un nombre fini de
points singuliers donnés par le théorème 1.2.8.

Remarquons que sur une surface cubique qui n’est pas un cône sur une courbe cubique,
l’existence d’un point rationnel équivaut à la densité de ces points rationnels. Ceci est
démontré par l’article de Kollar [22], qui est une généralisation des travaux de Segre et
Manin [28].

Géométriquement, cette surface est obtenue par la contraction de deux courbes excep-
tionnelles. Pour une surface obtenue par contraction successive de deux courbes excep-
tionnelles d’intersection vide (ce qui est le cas de S′), il nous est garanti d’avoir un point
rationnel : celui qui est associé au point [0, 0, 1, 1] (qui n’est pas un point singulier).

Dans la section précédente, on démontre qu’une surface elliptique rationnelle sans place
de réduction multiplicative est d’une des deux formes suivantes :

E1 : y2 = x3 + aL2
1Qx+ bL3

1QM (4.10)

et
E2 : y2 = x3 + a(4a3L3 − 27b2L2)2L2L3x+ b(4a3L3 − 27b2L2)3L2

2L3, (4.11)

pour a, b ∈ Z, L1, L2, L3 et M des polynômes linéaires et Q un polynôme quadratique.
Dans le premier cas, on impose de plus que M soit tel que M2 = (L

2
1−4a3Q
27b2 ).

Dans le premier cas, les places de mauvaises réductions sont celle associée à L1, de
type I∗2 , et celles associées aux facteurs irréductible de Q, de type II.

Dans le second cas, on a trois places de mauvaise réduction rationnelles : celle associée
à 4a3L2 + 27b2L3 est de type I∗1 , celle associée à L2 est de type III et celle associée à L3
est de type II.

Par conséquent, les résultats présentés précédemment démontrent la densité des points
rationnels sur ces surfaces. Les travaux de Helfgott démontrent aussi la densité des points
rationnels, mais sous l’hypothèse de la conjecture de parité dont nous nous passons ici.

Il y a une quatrième méthode pour démontrer la densité, au moins sur la surface 4.11.
Rappelons la relation fondamentale du rang de Shioda-Tate rappelée dans la section

1.2.5.
Soit E une surface elliptique et E sa fibre générique (c’est-à-dire E vue comme une

courbe elliptique sur Q[T ]). On a

rgNS(EQ) = 2 + rgE(Q(T )) +
∑
v

(mv − 1).

Sur les surfaces que nous considérons, qui sont des surfaces elliptiques obtenues par l’écla-
tement de P2 en 9 points en position générale, le rang de Néron-Séveri est rgNS(E ) = 10.

Dans le premier cas, la formule de Shioda-Tate nous indique que rgE(Q(T )) = 4.
Malheureusement, bien que donnant une majoration intéressante : rg(E(Q(T ))) ≤ 4, cela
n’est pas assez précis pour conclure sur la densité. En effet, il y a une indécision à ce sujet,
hormi dans le cas où on peut borner ainsi : rg(E(Q(T ))) ≥ 1.

C’est justement ce qui se produit dans le second cas. En effet, celle-ci donne rgE(Q(T )) =
1.

On a E (Q(T )) = Z · Po, pour un certain point Po. On a par conséquent qu’il existe
une extension quadratique K de Q telle que Po ∈ E (K(T )). En effet, si pour tout σ ∈
Gal(Q/Q) = GQ l’on pose σPo := ε(σ) · Po où ε : GQ → ±1. Dans ce cas,

1. ou bien ε est trivial et Po ∈ E(Q(T )),



4.3. DENSITÉ DES POINTS RATIONNELS SUR DES SURFACES ELLIPTIQUES RATIONNELLES NON ISOTRIVIALES139

2. ou bien ε est non trivial et dans ce cas, QKerε = K, le sous-corps de Q laissé stable
par ε, est un corps quadratique tel que Po ∈ E(K(T )).

On remarque, d’une façon similaire à la proposition 4.3.4, que E2 est birationnelle à
une surface cubique.

On utilise ensuite la proposition suivante pour conclure :

Proposition 4.3.6. Soit S une surface cubique non singulière sur un corps de nombres
k. On suppose que S n’est pas un cône sur une courbe cubique.

1. Si S(k) 6= ∅, alors S(k) est Zariski-dense.
2. Soit k1 une extension quadratique de k. Alors si S(k1) 6= ∅, l’ensemble des points

rationnels, est Zariski-dense, alors S(k) est Zariski-dense.

Démonstration. Le premier point de l’énoncé est démontré par les travaux de Segre et
Manin (voir [28]). Ceux-ci démontrent en réalité un résultat plus fort : si k est un corps
quelconque et que S(k) 6= ∅, alors S est k-unirationnelle. Lorsque k est infini, cela implique
la Zariski-densité des points rationnels.

On démontre maintenant le deuxième point de l’énoncé. Soit P ∈ S(k1). Si P ∈ S(k),
alors les points rationnels sont denses. Supposons donc que P 6∈ S(k1). On considère la
droite D passant par P et P σ ou σ est l’automorphisme de k1 fixant k.

Si D ⊂ S, alors D(k) ⊂ S(k) et par conséquent S est pourvue de points rationnels.
Sinon, l’intersection D∩S est formée de trois points : P , P σ, et un troisième point qui

est forcément dans S(k).

Nous complétons la section par la présentation d’un autre résultat, valable sur les
surfaces elliptiques rationnelles sans point singulier, c’est-à-dire celles qui sont associées à
une surface de Del Pezzo de degré 1.

Soit X une surface de del Pezzo de degré 1. En général, s’il existe C1 et C2 une paire de
courbes exceptionnelles définies sur Q surX dont l’intersection est vide, on peut contracter
ces courbes pour obtenir une surface de del Pezzo de degré 3. Sur cette nouvelle surface,
on sait que l’existence d’un point rationnel garantit la densité de X(k) au sens de Zariski.

Dans la suite, nous nous inspirons de cette idée pour démontrer la densité de certaines
autres surfaces sur lesquelles on trouve des courbes exceptionnelles dont l’intersection n’est
pas vide.

Proposition 4.3.7. Soit X une surface de Del Pezzo de degré 1 sur laquelle se trouve C1
et C2 deux courbes exceptionnelles rationnelles distinctes avec possiblement des points en
commun.

Alors les points rationels de X sont denses pour la topologie de Zariski.

Démonstration. La contraction de C donne X ′ une surface de del Pezzo de degré 2. On
sait que sur ces surfaces, la densité des points rationnels de X ′ est équivalente à l’existence
d’un point rationnel de X ′ qui ne soit ni sur une courbe exceptionnelle ni sur une quartique
distinguée. Posons E l’union des points de cette quartique et des courbes exceptionnelles.
La contraction envoie C2 sur une courbe rationnelle de X ′ que nous noterons C .

Notons que C n’est pas une courbe exceptionnelle sur X ′. Cela est impossible car elle
est la contraction d’une courbe qui a un point en commun avec C1.

Dans le cas où C ∩ E est fini, on peut trouver un point rationnel hors de E , et la
densité des points rationnels est donc garantie.
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Surfaces elliptiques non isotriviales

Dans les articles [15] et [27], on étudie le signe de l’équation fonctionnelle associée aux
fibres d’une surface elliptique non isotriviale. On démontre que celui-ci varie lorsque les
polynômes associés aux places de mauvaise réduction respectent la conjecture du crible
des facteurs carrés et ceux associés aux places multiplicatives respectent la conjecture
de Chowla. Le premier de ces articles est étudié dans le chapitre 2 de cette thèse. Nous
étendrons les résultats de variation du signe à davantage de surfaces elliptiques. Notre
théorème principal est le suivant. (On rappelle que ME est le produit des polynômes
associés à une place de réduction multiplicative.)

Théorème 5.0.8. Soit ET une surface elliptique non isotriviale. Soit ∆ = d · P e1
1 . . . P err

la factorisation en facteurs irréductibles du discriminant de E . On suppose que
1. pour tout Pi de réduction de type II, II∗, IV ou IV ∗, on a

µ3 ⊆ Q[t]/Pi(t);

2. pour tout Pi de type III ou III∗ on a

µ4 ⊆ Q[t]/Pi(t),

3. degME ≤ 3, ou ME est un produit de degré arbitraire de formes linéaires,
4. et tout Pi de réduction I∗m vérifie degPi ≤ 6 ;
Alors les ensembles

W±(E ) = {t ∈ Q|W (Et) = ±1}
sont tous deux infinis.

Remarque 71. La démonstration de ce théorème montre en fait que si 1 et 2 sont vérifiés,
si ME vérifie la conjecture de Chowla et si chaque P de type I∗m vérifie la conjecture du
crible des facteurs carrés, alors les ensembles W± sont infinis.

Ce résultat permet d’obtenir un corollaire direct.

Corollaire 5.0.9. Soit E une surface respectant les hypothèses 1 à 4 du théorème 5.0.8.
On suppose vraie la conjecture de parité. Alors l’ensemble des points rationnels de E est
dense pour la topologie de Zariski.

Remarque 72. La condition sur le degré des polynômes dont la réduction est de type I∗m
est là pour assurer qu’il soit possible de contrôler les facteurs carrés de ces polynômes.
Toutefois, contrairement aux résultats antérieurs précités, on ne met pas de telle restriction
sur les autres places. Leurs polynômes associés peuvent être de degré arbitrairement grand
tel que l’illustre l’exemple suivant :
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Exemple 5. Soit Q(T ) ∈ Z[T ] un produit de facteurs irréductibles distincts Qi de degré
inférieur ou égal à 6, et tel que Q(0) 6= 0. On fixe N ∈ N et on définit

P (T ) = 3α2Q(T )2 + β2T 2N ,

où α, β ∈ Z premiers entre eux. Soit la surface elliptique décrite par l’équation

E : y2 = x3 − 27P (T )Q(T )2x− 54βP (T )Q(T )3TN .

Cette surface respecte les hypothèses du théorème 0.2.3. Par conséquent, le corollaire
0.2.4 implique la Zariski-densité des points rationnels sur E , si l’on admet la conjecture
de parité.

Dans cet exemple, on a degP = 2 max(degQ,N). Par conséquent, dès que N ≥ 4, on
ne sait pas en général si P respecte la conjecture du crible des facteurs carrés. La surface
E définie ci-dessus ne vérifie donc pas les hypothèses du théorème 0.1.13 de Helfgott.

5.1 Places associées à une surface elliptique

5.1.1 Symboles de Kodaira

Soit une surface elliptique E sur Q et soit ∆(t) son discriminant. Nous allons décrire
la réduction de E en wP une place de Q[T ] associée à un polynôme P (T ) ∈ Z[T ] par un
symbole de Kodaira.

Pour que les conditions déterminent aussi le type de la place à l’infini, nous allons
écrire ET différemment. Soit (m,n) ∈ Z des entiers copremiers, n 6= 0, tels que t = m

n . Soit
k le plus petit entier tel que 12k ≥ deg ∆T comme dans la section 1.2.1. Une fibre Et en t
qui est non singulière est isomorphe à la courbe

Em,n : y2 = x3 − 27n4kc4(m/n)x− 54n6kc6(m/n),

qui est de discriminant ∆m,n = n12k∆(m/n).

On a que
— la réduction de E en P (T ) est de type Im si et seulement si P (T ) - c4(T ), P (T ) |

∆(T ) et m =ordwP∆(T ) = −ordwP j(T ) ;
— de type I∗m si et seulement si P (T ) | c4(T ), P (T ) | ∆(T ), −ordwP j = m et

ordwP∆(T ) = m+ 6 ;
— de type II si et seulement si P (T ) | c4(T ), ordwP∆(T ) = 2 ;
— de type III si et seulement si P (T ) | c4(T ), ordwP∆(T ) = 3 ;
— de type IV si et seulement si P (T ) | c4(T ), ordwP∆(T ) = 4 ;
— de type I∗o si et seulement si P (T ) | c4(T ), ordwP∆(T ) = 6 ;
— de type IV ∗ si et seulement si P (T ) | c4(T ), ordwP∆(T ) = 8 ;
— de type III∗ si et seulement si P (T ) | c4(T ), ordwP∆(T ) = 9 ;
— de type II∗ si et seulement si P (T ) | c4(T ), ordwP∆(T ) = 10 ;
— de type Io si P - ∆.

5.1.2 Notations

Pour alléger les notations, on utilisera la convention suivante.
On note A2(E ) l’ensemble des places de réduction de type II et II∗, A3(E ) l’ensemble

des places de type III et III∗, A4(E ) celui des places de type IV et IV ∗, Am celui des
places de type I∗m. L’ensemble de toutes les places additives sera noté A (E ).
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On définit M (E ), comme l’ensemble des places v de Q(T ) pour lesquelles la réduction
de E en v est de type Im.

On définira aussi B(E ), l’ensemble des places v de Q(T ) pour lesquelles la réduction
de E en v n’est ni de type I0, ni de type I∗0 . Finalement, on définit B′(E ), l’ensemble des
places qui ne sont pas de type I0.

Remarquons que
M (E ) ⊆ B(E ) ⊆ B′(E ).

On définit les polynômes homogènes

ME (x, y) =
∏

v∈ME

Pv(x, y)

et
BE (x, y) =

∏
v∈BE

Pv(x, y).

Avec ces définitions, on a que ME (x, y) divise BE (x, y) (qui divise ∆(x, y)).
On fera souvent un abus de notation en omettant de préciser la surface si celle-ci est

évidente.

5.2 Étude de la décomposition du signe selon les places de
réduction

On rappelle ce qui est davantage détaillé dans la section 2.3 de cette thèse.
Soit E une surface elliptique non isotriviale représentée par l’équation

E : y2 = x3 − 27c4(T )x− 54c6(T ).

Soit d0
d1
, d2
d3

et d4
d5

les contenus respectifs de c4(T ), c6(T ) et ∆(T ) écrit sous forme de
fractions irréductibles. On pose

δ = 2 · 3 · d1 . . . d5
∏

Q,Q′∈B

Res(Q,Q′). (5.1)

Soit (m,n) une paire d’entiers premiers entre eux. Par le théorème 2.3.2, le signe de
Et la fibre en t = m

n ∈ Q s’écrit

W (Et) = −λ(ME (x, y))
∏
p|δ
Wp(Et) ·

∏
P∈B′

gE ,δ,P (x, y) ·
∏
p∈B′

hE ,δ,P (x, y),

où les fonctions gE ,δ,P et hE ,δ,P sont décrites par le tableau 2.2 qu’on rappelle en tableau
5.1 par commodité de lecture.

Dans la suite de cette section, on étudiera la variation des différentes parties de cette
formule.
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Type Forme de Forme de hE ,δ,P (x, y)
gE ,δ,P (x, y)

I0 1 1
I∗0 (−1|P (x, y))δ 1

II, II∗ (−1|P (x, y))δ
∏
p-δ

p2|P (x,y)

{
(−3/p) vp(P (x, y)) ≡ 2, 4 mod 6
+1 sinon.

III, III∗ (−2|P (x, y))δ
∏
p-δ

p2|P (x,y)

{
(−1/p) vp(P (x, y)) ≡ 2 mod 4
+1 sinon.

IV , IV ∗ (−3|P (x, y))δ
∏
p-δ

p2|P (x,y)

{
(−3/p) vp(P (x, y)) ≡ 2, 3, 4 mod 6
+1 sinon.

I∗v (−1|P (x, y))δ
∏
p-δ

p2|P (x,y)

(−(−c6(x, y)/p))vp(P (x,y))−1

Iv
(∏

p|δ (−1)vp(P (x,y))
) ∏

p-δ
p2|P (x,y)

(−(−c6(x, y)/p))vp(P (x,y))−1

·(−c6(x, y)|P (x, y))

Table 5.1 – Contribution d’une place au signe selon le type de réduction : WE ,δ,P (x, y)

5.2.1 Signes locaux

On étudie dans cette sous-section le comportement d’un signe local. Nous démontrerons
que sur une surface elliptique, le signe local des fibres Wp(Et) est une fonction localement
constante pour la topologie p-adique.

Lemme 5.2.1. Soit un nombre premier p.
Pour c4, c6 ∈ Z, on définit la courbe elliptique associée

Ec4,c6 : y2 = x3 − 27c4x− 54c6.

On pose
U = {(c4, c6) ∈ Zp × Zp|c3

4 − c2
6 6= 0}.

1. L’application U −→ {±1} induite par le signe (c’est-à-dire (c4, c6) 7→ Wp(Ec4,c6))
est localement constante pour la topologie p-adique. C’est-à-dire que pour presque tout
c4, c6 ∈ Z, il existe un entier Ap > 0 tel que pour tout c′4, c′6 ∈ Z avec v(c′j−cj) > Ap,
E′ : y2 = x3 − 27c′4x− 54c′6 est telle que W (E) = W (E′).

2. Lorsque (c4, c6) ∈ Zp × Zp est tel que (c4, c6) 6= (0, 0) et c3
4 − c2

6 = 0, nous étudions
le comportement de la fonction signe au voisinage de ce point.
Remarquons qu’il existe t ∈ Zp tel que c4 = t2 et c6 = t3 et que l’ensemble des
courbes singulières est décrit par l’équation suivante (qui est elle-même une courbe
singulière) :

Ec4,c6 : y2 = x3 − 27t2x− 54t3.

Alors, il existe V un voisinage de (c4, c6) dans Zp pour lequel le signe est constant
sur V ∩U .

Remarque 73. Lorsque (c4, c6) = (0, 0), le signe au voisinage de ce point ne peut être
constant.
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Démonstration. 1) Soit (c4, c6) ∈ U et Ec4,c6 la courbe elliptique associée à cette paire.
Puisque ∆(c4, c6) 6= 0, on peut trouver un voisinage sur lequel on a également ∆(c′4, c′6) 6= 0.

De plus, si ∆(c4, c6) est divisible par p, on peut trouver un voisinage sur lequel ∆(c′4, c′6)
a la même valuation p-adique que ∆(c4, c6).

Si la réduction de Ec4,c6 est bonne, potentiellement bonne, ou encore si elle est poten-
tiellement multiplicative et que p 6= 2, alors le signe est constant sur un voisinage.

Dans les autres cas, le signe dépend de la classe de −c′6 dans Q∗p/(Q∗p)2. On cherche
donc un voisinage de (c4, c6) sur lequel cette classe est constante. Si on prend c′6 tel que
|c′6 − c6| < p−A−1, on aura c6 ≡ c′6 mod p.

2) On suppose (c4, c6) /∈ U et on souhaite étudier le comportement de la fonction signe
autour de ce point. Soit t tel que c4 = t2 et c6 = t3.

(a) Supposons que t 6= 0.
Le premier cas que nous allons considérer est celui où p - t. On considère alors Ec4,c6

la courbe elliptique sur Fp dont les coefficients sont les réductions modulo p de c4 et c6.
Alors Ec4,c6 a un certain type de réduction, qui reste constant sur un certain voisinage,
par un argument similaire à celui utilisé pour démontrer 1).

Étudions à présent le cas où ordp(t) = 1. On a ordp(c4) = 2 et ordp(c6) = 3, ce
qui implique que l’on peut écrire c4 = p2u2

0 et c6 = p3u3
0 avec un certain u0 qui est une

unité de Qp. Alors si (c′4, c′6) ∈ Qp est tel que |ci − c′i| < ε, cela implique que c′4 = p2u4
et c′6 = p3u6 où u4 ≡ u2

0 mod pN et u6 ≡ u3
0 mod pN , pour un certain entier N . De

ce fait, 1728∆ = p6(u3
4 − u2

6) ≡ p6(u6
0 − u6

0) mod pN+6 ≡ 0 mod pN+6. On a donc que
Ec′4,c′6

∼= Eu4,u6 sur Q[√p].
Si N = 0, la réduction de Ec′4,c′6 est de type I∗m (m ≥ 0) car ordp(∆) ≥ 6 et ordp(c4) = 2

et ordp(c6) = 3. Ceci est valide pour tout choix de u4, u6) dans ce voisinage.
Si N ≥ 1, pour tout choix de (u4, u6) dans le voisinage, la réduction de Ec′4,c′6 est de

type I∗m (m ≥ 1).
Si ord(t) = s, on peut se ramener à un des deux cas précédent selon la parité de s.

Corollaire 5.2.2. Soit E est une surface elliptique de fibre Et en t ∈ P1 et soit S l’ensemble
des points pour lesquels la fibre n’est pas une courbe elliptique. On pose U = P1 − S.

1. L’application U(Qp) −→ {±1} induite par le signe (i.e. t 7→ Wp(Et)) est localement
constante.

2. Lorsque t0 ∈ S, nous étudions le comportement de la fonction signe au voisinage de
ce point.
a) Si (T − t0) est une place de réduction multiplicative alors il existe un voisinage
épointé sur lequel le signe est constant.
b) Si (T − t0) est une place de réduction additive potentiellement multiplicative, le
signe ne dépend que de (t− t0) mod K∗2.
c) Si (T − t0) est une place de réduction additive potentiellement bonne, le signe ne
dépend que de (t− t0) mod K∗12.

Démonstration. 1. Soit t0 ∈ U(Qp) alors Et0 est bien définie. On a un voisinage de
(c4(t0), c6(t0)) dans Z2

p sur lequel le signe est constant. Soit t ∈ U(Qp) proche de t0
(dans un certain voisinage). Alors on a t ≡ t0 mod pN pour un certain N . De plus, on
aura également c4(t) ≡ c4(t0) mod pN et c6(t) ≡ c6(t0) mod pN . On peut donc contrôler
le voisinage dans lequel se situe (c4(t), c6(t)) et choisir t de façon à ce que la paire de
coefficients associée soit dans le voisinage sur lequel le signe est constant.

2. Soit t0 ∈ S.
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a) Supposons que E ait une place multiplicative en (T − t0). Alors, (T − t0) 6 |ci(t),
i = 4, 6 et (T−t0)|∆(t) (si on suppose que E est un modèle minimal). On a donc ci(t0) 6= 0,
i = 4, 6. Par le point 2 de la proposition 2.3.4 et un argument similaire à précédemment,
on a un voisinage épointé de t0 sur lequel le signe est constant.

b) Supposons que E ait une place additive potentiellement multiplicative en (T − t0).
Alors dans un voisinage épointé de t0, le signe sera de la forme :+1 si t est un cube;(

−1
p

)
, sinon.

c) Supposons que E ait une place additive potentiellement bonne en (T − t0). Alors
dans un voisinage épointé de t0, le signe sera de la forme :

+1 si t est une puissance douzième;(
−1
p

)
si t est tel que vp(∆(Et)) ≡ 2 mod 4;(

−2
p

)
si t est tel que vp(∆(Et)) ≡ 3 mod 6;(

−3
p

)
si t est tel que vp(∆(Et)) ≡ 4 ou 8 mod 12.

5.2.2 Étude de la fonction ∏
p|δ Wp(Et)

∏
P gE ,δ,P selon la surface

Proposition 5.2.3. Soit E une surface elliptique. Soit δ défini comme dans (5.1).
Alors, il existe NE ∈ Z tel que la fonction φ : Q→ {−1,+1} définie par

t = x

y
7→ φE (x/y) :=

∏
p|δ
Wp(Ex

y
)
∏
P∈B

gE ,δ,P (x, y)

est telle que φ(x/y) = φ(x′/y′) pour tous couple de paires d’entiers premiers entre eux tels
que (x, y) ≡ (x′, y′) mod NE .

Démonstration. Soit E une surface elliptique et soit P ∈ B un polynôme associé à une
place de mauvaise réduction sur E .

Dans le cas où la surface E n’est pas de réduction de type Im en P , on a

gE ,δ,P (m,n) =
( εP
P (m,n)

)
δ

où

εP =


−1 si P est de type II, II∗, I∗0 ou I∗m;
−2 si P est de type III, III∗;
−3 si P est de type IV ou IV ∗,

ce qui dépend respectivement de la valeur de P (x, y)δ modulo 4, 8 et 12.
Dans le cas où la surface a réduction multiplicative en P , on a

gE ,δ,P (x, y) = (−c6(x, y)|P (x, y))δ,

pour lesquelles la proposition 2.3.4 donne des entiers NP sur lesquels les gE ,δ,P sont loca-
lement constantes.

Par conséquent,
∏
gE ,δ,P est constant sur une classe de (m,n) modulo 24

∏
P∈M NP .
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On termine la démonstration en remarquant que, par le corollaire 5.2.2, les signes
locaux en p | δ des fibres sont localement constants pour la topologie p-adique. Soit pour
chaque p | δ le plus petit entier αp tel que Wp(Et) = Wp(E′t) si et seulement si t ≡ t′

mod pαp .
La fonction φ est donc constante sur une classe de (m,n) modulo

NE = 24
∏
p|δ
pαp

∏
P∈M

NP .

5.2.3 Étude de la fonction hE ,δ,P en une place II, II∗, IV ou IV ∗

Lemme 5.2.4. Soit P un polynôme associé à une place de type II, II∗ IV ou IV ∗. On
suppose que pour tout Pi, facteur irréductible primitif de P ,

µ3 ⊆ Q[T ]/P (T ),

où µ3 est le groupe des racine troisième de l’unité.
Alors pour tout t = m

n ∈ Q on a hE ,δ,P (m,n) = +1.

Démonstration. Soit f(T ) ∈ Z[T ] un polynôme irréductible non constant, et soit N =
Q[T ]/f(T ). Soit µ3 le groupe des racines troisièmes de l’unité, et supposons que Q(µ3) ⊆
N . Alors soit un nombre premier p tels que p ≡ 2 mod 3. Un tel p est inerte dans Q(µ3)/Q.

Par conséquent, pour toute paire (m,n) d’entiers premiers entre eux, il n’existe aucun
nombre premier p ≡ 2 mod 3 qui divise P (m,n). En d’autres termes, si p | P (m,n) alors
p ≡ 1 mod 3.

On a donc

hE ,δ,P (m,n) =
∏

p2|P (m,n);p-δ


(
−3
p

)
si vp(P (m,n)) ≡ 2, 4 mod 6

+1 sinon.

= +1.

Remarque 74. On peut facilement donner des exemple de polynômes vérifiant l’hypothèse
µ3 ⊆ Q[T ]/(Pi) pour chaque facteur. On a en particulier ceux de la forme

P (T ) = 3A(T )2 +B(T )2,

où A(T ), B(T ) ∈ Z[T ] sont premiers entre eux.
Bien que ce polynôme ne soit pas irréductible en général,ses facteurs vérifient l’hypo-

thèse.
Soit Pi un facteur irréductible de P et Ki = Q[T ]/(Pi) = Q(αi) où αi est une racine

de Pi. On a 3A(αi)2 +B(αi) = 0, donc −3 = (B(αi)A(αi)−1)2 et par conséquent µ3 ⊂ Ki.
Remarque 75. Le raisonnement de la démonstration est inspiré d’un résultat plus général
dû à Bauer (voir le livre [36, p.548]). Pour L une extension d’un corps K, on note

P (L/K) := {p premier de K | ∃p premier de L de degré 1 au dessus de p}.

Théorème 5.2.5. (Bauer) Soit L/K une extension galoisienne etM/K une extension finie.
Alors,

P (L/K) ⊇ P (M/K)⇔ L ⊆M.
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5.2.4 Étude de hE ,δ,P en une place III ou III∗

Lemme 5.2.6. Soit P un polynôme associé à une place de type II, II∗ IV ou IV ∗. On
suppose que pour tout Pi, facteur irréductible primitif de P ,

µ4 ⊆ Q[T ]/Pi(T ),

où µ4 est le groupe des racine quatrième de l’unité.
Alors pour tout t = m

n ∈ Q on a hE ,δ,P (m,n) = +1.

Démonstration. Similaire au lemme 5.2.4.

Remarque 76. On peut facilement donner des exemples de polynômes dont les facteurs
vérifient l’hypothèse µ4 ⊆ Q[T ]/Pi pour chaque facteur irréductible. On a ceux de la
forme

P (T ) = A(T )2 +B(T )2,

où A(T ) et B(T ) sont des polynômes premiers entre eux.

5.2.5 Étude de hE ,δ,P en une place I∗m ou Im

Constance

Lemme 5.2.7. Soit une surface elliptique admettant une place de réduction I∗m ou Im
dont le polynôme associé est Q.

Soit (x, y) et (x′, y′) des paires d’entiers premiers entre eux telles que (x, y) ≡ (x′, y′)
mod NE , où NE est l’entier de la proposition 5.2.3. Pour celles-ci on note α := Q(x, y) et
β := Q(x′, y′).

Supposons qu’on a

(1) α = c2l, où l est sans facteur carré qui divise NE et pgcd(c, l) = 1,
(2) β = c2η, où η est sans facteur carré qui divise NE , pgcd(c, η) = 1,

Alors hE ,δ,Q(x, y) = hE ,δ,Q(x′, y′).

Démonstration. Le lemme découle directement de la forme de la fonction hE ,δ,P .

Variation
Un résultat général sur les polynômes nous permettra de faire varier la fonction

hE ,δ,Q(x, y) associée à une place de réduction I∗m.

Lemme 5.2.8. [27, Lemme 2.3] Soit Q(T ) et P (T ) ∈ Z[T ] avec Q(T ) non constant. Soit
R = Res(P,Q) le résultant de P et de Q, et soit ∆Q, le discriminant de Q. On suppose
que R et ∆Q sont non nuls. Soit P0 un ensemble fini de nombres premiers.

Alors il existe un nombre premier p0 6∈ P0 et n un entier positif tel que p2
0 | Q(n) et

p−2
0 P (n)Q(n) ≡ 1 mod p0.

En particulier, p2
0 || Q(n) et p0 - P (n).

Nous renvoyons à [27] pour une démonstration élémentaire de ce lemme.

Remarque 77. Il n’est nul besoin que la conjecture du crible des facteurs carrés soit res-
pectée pour que le lemme fonctionne.
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Lemme 5.2.9. Soit une surface elliptique admettant une place de réduction I∗m dont le
polynôme associé est Q. On pose P = − c6(x,y)

Q(x,y)3 .
Soit (x, y) et (x′, y′) des paires d’entiers premiers entre eux telles que (x, y) ≡ (x′, y′)

mod NE , où NE est l’entier de la proposition 5.2.3. Pour celles-ci on note α := Q(x, y) et
β := Q(x′, y′).

Supposons qu’il existe q0 tel qu’on a
(1) α = c2l, où l est sans facteur carré qui divise NE et pgcd(c, l, q0) = 1,
(2) β = c2q2

0η, où η est sans facteur carré qui divise NE , pgcd(c, η) = pgcd(q0, cη) = 1,
(3) q0 - δ et q−2

0 P (x, y)Q(x, y) ≡ q−2
0 P (x′, y′)Q(x′, y′) ≡ 1 mod q0

Alors hE ,δ,Q(x, y) = −hE ,δ,Q(x′, y′).

Démonstration. Soit Q, une place de réduction de type I∗m de E . On pose Q(x, y) =: α =
c2l et Q(x′, y′) =: β = c2q2

0η comme dans l’énoncé. Alors par le théorème 2.3.2, on a

hE ,δ,Q(x′, y′) =
∏

p-δ;p|cq

−
(
−c6(x,y)

p

)
si 2vp(qc) ≡ 2, 4 mod 6

+1 sinon.

=
(−c6(x, y)

q0

) ∏
p-δ;p|c

−
(
−c6(x,y)

p

)
si vp(c) est pair,

+1 sinon.

= −
(−c6(x, y)

q0

)
hE ,δ,Q(x, y).

Par hypothèse sur q0, on a q−2
0

c6(x,y)
Q(x,y)2 ≡ 1 mod q0. En posant Q(x, y) = q2

0Q
′ où Q′

est un entier approprié premier à q0, on a q−6
0 c6(x, y) ≡ Q′2 mod q0. Par conséquent, on

a (−c6(x,y)
q0

) = +1 pour tout (x, y).
Donc on a bien

hE ,δ,Q(x, y) = −hE ,δ,Q(x′, y′).

5.2.6 Étude du signe global sur les surfaces du théorème 5.0.8

Étude du signe en général

Lemme 5.2.10. Soit E une surface elliptique respectant les hypothèses du théorème
5.0.8. Soit l’entier NE donné par la proposition 5.2.3. Soit x, x′ deux entiers tels que
x ≡ x′ mod NE . Soit n0 et n1 tels que n0 ≡ n1 mod NE et que les valeurs ME (x, n0) et
ME (x′, n1) sont des entiers sans facteurs carrés.

On fait de plus la supposition que pour tout Q de type I∗m ou Im, il existe un entier cQ
tel qu’on a Q(x, n0) = c2

Ql et Q(x′, n1) = c2
Ql
′ où l et l′ sont des entiers sans facteur carré

et premier avec NE .
Alors

W (x, n0) = λ(ME (x, n0)ME (x′, n1))W (x′, n1).

Remarque 78. Lorsque la seule place de type Im est celle à l’infini, on prend n0 ≡ n1
mod NE des entiers sans facteur carré, et la conclusion du lemme s’écrit

W (x, n0) = λ(n0n1)W (x, n1).

Lorsqu’il n’y a pas de place Im, la conclusion de ce lemme est

W (x, n0) = W (x′, n1).
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Démonstration. Par le théorème 2.3.2, on a pour tout n ∈ Z,

W (x, n) = λ(ME (x, n))
∏
p|δ
Wp(x, n)

∏
P∈M

gE ,δ,P (x, n)
∏
P∈A

hE ,δ,P (x, n) · hE ,δ,∞(x, n).

Le reste de la démonstration se basera sur le fait que les autres parties de la formule sont
constantes.

On sait par construction de l’entier NE que∏
p|δ
Wp(x, n0)

∏
P∈M

gE ,δ,P (x, n0) =
∏
p|δ
Wp(x′, n1)

∏
P∈M

gE ,δ,P (x′, n1).

Par le contrôle des facteurs carrés de Q de type I∗m, et les propositions 5.2.4 et 5.2.6,
on a l’égalité ∏

P∈A

hE ,δ,P (x, n0) =
∏
P∈A

hE ,δ,P (x, n0).

Finalement, on observe que

hE ,δ,∞(x, n0) = hE ,δ,∞(x′, n1) = +1.

Lorsqu’il n’y a pas de place Im

Proposition 5.2.11. Soit E une surface elliptique respectant les hypothèses du théorème
5.0.8 qui n’admet pas de place de type Im. Soit aussi NE l’entier correspondant à E donné
par le théorème 2.3.2.

Soit t1 = m1
n1
∈ Q et t2 = m2

n2
∈ Q des entiers satisfaisant aux propriétés suivantes.

1. (m1, n1) ≡ (m2, n2) mod NE une classe de congruence non nulle,
2. Pour un certain Q0 de type I∗m, on a

(a) Q0(m1, n1) = c2l où l est un entier premier à NE qui est sans facteur carré,
(b) Q0(m2, n2) = c2q2

0l
′ où l′ est premier à NE et sans facteur carré, et q0 est un

nombre premier qui ne divise pas δ et tel que −p−6
0 c6(xi, yi) est un carré mod

q0 pour i = 1, 2.

3. Pour tout Q 6= Q0 de type I∗m,

(a) Q(m1, n1) = c2
QlQ où lQ est un entier premier à NE qui est sans facteur carré,

(b) Q(m2, n2) = c2
Ql
′
Q où l′Q est premier à NE et sans facteur carré,.

Alors, on a
W (Et1) = −W (Et2).

Démonstration. La proposition se démontre comme le lemme 5.2.10, hormis que pour la
fonction associée au polynôme Q0, on utilise la proposition 5.2.9 pour voir que

hE ,δ,Q0(m1, n1) = −hE ,δ,Q0(m2, n2).
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5.3 Surfaces telles que ME = 1
Théorème 5.3.1. Soit E une surface elliptique non isotriviale qui satisfait aux hypothèses
du théorème 5.0.8 et qui de plus n’admet pas de place de réduction de type Im.

Alors l’ensembles W± sont tous deux infinis.

Démonstration. Soit d0
d1
, d2
d3
, d4
d5

les contenus respectifs des polynômes c4(T ), c6(T ), ∆(T )
associés à E . On pose

δ = 2 · 3 · d1 . . . d5
∏

Q,Q′∈B

Res(Q,Q′).

Soit N = NE l’entier donné par la proposition 5.2.3 (on le choisit de sorte qu’il soit
minimal). La fonction t 7→

∏
p|δWp(Em

n
)
∏
P∈B gE ,δ,P (m,n) est constante chaque classe de

congruence modulo N .
Pour chaque p | N , on pose αp = vp(N).
On pose

S = {2, 3, p1, . . . , pr},

et
T = {0, . . . , 0}.

Soit une classe (a2, b2) mod 2α2 telle que

Pi(a2, b2) 6≡ 0 mod 2α2

pour tout Pi ∈ A .
Soit une classe (a3, b3) mod 3α3 tel que

Pi(a3, b3) 6≡ 0 mod 3α3

pour tout Pi ∈ A
Soient aussi des classes (ap, bp) mod pαp pour chaque p | N tel que p 6= 2, 3 on a pour

tout P ∈ A

P (ap, bp) 6≡ 0 mod pαp .

Comme P est de contenu 1 par hypothèse, de telles classes (ap, bp) existent pour tout
p | N .

Par le théorème des restes chinois, il existe une classe de congruence (a, b) modulo M
respectant

(a, b) ≡


(a2, b2) mod 2α2 ,

(a3, b3) mod 3α3 ,

(ap, bp) mod pαp pour tout p | δ,
(5.2)

On pose Q0 =
∏
Q∈A ′ Q.

Par le crible des facteurs carrés 1.3.5 appliqué à Q0, S, T,N, a et b comme précédem-
ment, il existe un ensemble infini F1 de paires (m,n) ∈ Z2 telles que

Q0(m,n) = l,

où l est un entier sans facteur carré premier avec tout p ∈ S par nos choix de S et de T .
Par la proposition 5.2.11, pour tout (x, y), (x′, y′) ∈ F1,

W (x, y) = W (x′, y′).
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On choisit Q1 un polynôme associé à une des places de type I∗m.
On pose R(m,n) = −c6(x, y)/Q(x, y)3. Par le lemme 5.2.8 appliqué à R(t, 1), Q(t, 1) et

S, il existe q0 6∈ S et m0 un entier positif tels que q2
0 | Q(m0, 1) et −q−2

0 P (m0, 1)Q(m0, 1)
est un carré modulo q0.

Soit l’ensemble
S′ = {2, 3, p1, . . . , pr, q0}

et
T ′ = {0, . . . , 0, 2}.

Par le lemme chinois, il existe une paire d’entiers (a′, b′) respectant simultanément
(5.4) et

a′ ≡ m0 mod q3
0, b′ ≡ 1 mod q3

0.

En appliquant le crible 1.3.5 à

Q1, S′, T ′, a′ et b′,

on obtient F2 un ensemble infini de paires telles que

Q1(x, y) = q2
0l,

où l est un entier sans facteur carré premier avec tout élément de S′ et où q−6
0 c6(x, y) un

carré modulo q0. Par la proposition 5.2.11, tous les éléments de F2 ont le même signe.

Enfin, par la proposition 5.2.11, pour tout (x, y) ∈ F1, et tout (x′, y′) ∈ F2, on a

W (Ex
y
) = −W

(
Ex′
y′

)
.

5.4 Surfaces avec des places de type Im

Pour démontrer #W± = ∞ sur des surfaces possédant des places de réduction mul-
tiplicative, une difficulté supplémentaire se présente. Il faut contrôler les deux quantités
suivantes simultanément :

1. les facteurs carrés de ME (x, y).
2. le nombre de facteurs de ME (x, y), comptés avec multiplicité.
Dans la section 1.3.3, on a démontré le résultat suivant, qui règle ce problème.

Théorème 5.4.1. Soit f ∈ Z[X,Y ] polynôme homogène à coefficients entiers, sans fac-
teurs carrés. Supposons la conjecture du crible des facteurs carrés et la conjecture de
Chowla vraies pour f , alors l’estimation suivante vaut pour tout réseau A′, où ε = ±1 :

]

{
(m,n) ∈ A′(X) | f(m,n)

df,A′
est sans facteur carré et λ(f(m,n)) = ε

}
= cf,A′

2 A′(X)+o(A′(X)).

(5.3)

Remarque 79. La conclusion du théorème vaut donc inconditionnellement si deg f ≤ 3 ou
si f est produit de formes linéaires.
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Notation 7. Rappelons qu’un réseau est un ensemble de la forme

A = {(ax+ by, cx+ dy) ∈ Z2| (x, y) ∈ Z2}

où ad− bc 6= 0. On note A(X) := {(m,n) ∈ A | |(m,n)| ≤ X} et A(X) := ]A(X).
Rappelons aussi que df,A est le plus petit entier tel que δf,A

df,A
est sans facteur carré, où

δf,A = pgcd(f(m,n), (m,n) ∈ A).
Cela nous permet de compléter la démonstration du théorème 5.0.8 :

Théorème 5.4.2. Soit ET une surface elliptique non isotriviale qui respecte les hypothèses
du théorème 5.0.8. On suppose que ME 6= 1, c’est-à-dire qu’il existe des places génériques
de réduction multiplicative.

Alors les ensembles W±(E ) sont tous deux infinis.

Démonstration. On étudiera une surface dont la place à l’infini n’est pas Im (quitte à faire
un changement de variables, on peut faire cette supposition).

Soit NE l’entier correspondant à E donné par la proposition 5.2.3. Pour chaque p |M ,
soit αp = vp(NE ), de sorte que

NE = 2α23α3 · pαp1
1 . . . pαprr .

On pose
S = {2, 3, p1, . . . , pr}

et
T = {0, . . . , 0}.

De la même façon que dans la démonstration du théorème, le théorème des restes
chinois permet d’obtenir (a, b), une classe modulo NE telle que

BE (a, b) 6≡ 0 mod 2α2 ,

BE (a, b) 6≡ 0 mod 3α3 ,

BE (a, b) 6≡ 0 mod pαp pour tout p | δ,
(5.4)

Par le crible des facteurs carrés 1.3.5 appliqué à BE , S, T,NE , a et b, il existe un en-
semble infini F de paires (m,n) ∈ Z2 telles que

BE (m,n) = l,

où l est un entier sans facteur carré premier avec tout p ∈ S par nos choix de S et de T .
Par le lemme 5.2.11, pour tout (x, y), (x′, y′) ∈ F on a

W (x, y) = λ(ME (x, y)ME (x′, y))W (x′, y).

Grâce au théorème 5.4.1, on extrait de cet ensemble des sous-ensembles infinis F1 et F2
tels que

1. (m,n) ∈ F1 est tel que λ(ME (m,n)) = +1,
2. (m′, n′) ∈ F2 est tel que λ(ME (m′, n′)) = −1.
Pour tout (m,n) ∈ F1, (m′, n′) ∈ F2, on a

W (m,n) = −W (m′, n′).



154 5. SURFACES ELLIPTIQUES NON ISOTRIVIALES

5.5 Exemples
Il existe de nombreuses surfaces respectant les hypothèses du théorème 5.0.8 comme

en témoigne le théorème suivant.

Théorème 5.5.1. Soit Q un polynôme sans facteur carré dont les facteurs irréductibles
sont de degré inférieur ou égal à 6 et différents de T . Soit N ∈ N. On pose

P (T ) = 3α2Q(T )2 + β2T 2N ,

et α, β ∈ Z premiers entre eux.
Soit E la surface elliptique décrite par l’équation

E : y2 = x3 − 27P (T )Q(T )2x− 54βP (T )Q(T )3TN .

Alors W+ et W− sont infinis.
De plus, si on suppose la conjecture de parité, alors les points rationnels de E sont

Zariski-denses.

Remarque 80. Lorsque N ≥ 4, la conjecture du crible des facteurs carrés n’est pas démon-
trée en général sur P . Les surfaces étudiées ne sont donc pas incluses dans les travaux
d’Helfgott.

Démonstration. Pour t ∈ Q qu’on écrit t = m
n pour m,n ∈ Z premiers entre eux, on note

Em,n la courbe elliptique isomorphe à Et la fibre en t de E :

Em,n : y2 = x3−27n4k−degP−2 degQP (m,n)Q(m,n)2−54βn6k−degP−3 degQ−NP (m,n)Q(m,n)3mN ,

où k est le plus petit entier tel que 4k ≥ deg c4(T ) et 6k ≥ deg c6(T ).
Cette courbe elliptique est de discriminant ∆(m,n) = γn12k−2 degP−8 degQP (m,n)2Q(m,n)8,

pour une certaine constante γ ∈ Q. On cherche quel est la valeur de k, et celle de
12k − 2 degP − 8 degQ qui nous donnera le type de la réduction en la place à l’infini.

Supposons que N ≤ degQ. On a degP = 2 degQ et par conséquent

deg c4(T ) = 4 degQ,

deg c6(T ) = 5 degQ+N,

deg ∆(T ) = 12 degQ.

On a k = degQ et 12k − 2 degP − 8 degQ = 0. La place à l’infini est donc de bonne
réduction. Les places de mauvaises réduction de la surface E sont les suivantes :

— les places associées aux Pi, les facteurs irréductibles de P (T ) = P e1
1 . . . P enn qui sont

de type II, IV , I∗0 , IV ∗, II∗ ou I0 selon ei mod 6 ;
— les places associées aux facteurs de Q(T ) de type I∗2 ; et
Supposons maintenant que N ≥ degQ et posons N = degQ+a pour un certain a ∈ N.

Remarquons que degP = 2N . On a

deg c4(T ) = 4 degQ+ 2a,

deg c6(T ) = 6 degQ+ 3a,

deg ∆(T ) = 12 degQ+ 4a.

La surface E admet les places de mauvaise réduction suivantes :
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— les places associées aux Pi, les facteurs irréductibles de P (T ) = P e1
1 . . . P enn qui sont

de type II, IV , I∗0 , IV ∗, II∗ ou I0 selon ei mod 6 ;
— les places associées aux facteurs de Q(T ) de type I∗2 ; et
— la place à l’infini est I∗2a ou I2a selon la parité de a.
Pour commencer, remarquons que pour tout p | P (m,n), on a

3α2Q(m,n)2 + β2mdegQ ≡ 0 mod p

⇒
(
βmdegQ

αQ(m,n)

)2

≡ −3 mod p.

Cela signifie que pour tout p | P (m,n), on a (−3
p ) = +1. SoitR un facteur irréductible de P .

On a 3α2Q(T )2 +β2T 2n = R(T )P1(T ), pour un certain polynôme P1 tel que R(T )P1(T ) =
P (T ). Le corps Q[T ]/R(T ) est engendré par ξ, qui est une racine de R. De plus, ξ est telle
que 3α2Q(ξ)2 + β2ξ2N = 0. Par conséquent, on a −3 = ( βξN

αQ(ξ))2 et Q(µ3) ⊂ K.
Si a est pair, la valeur de k est degQ+ a

2 , on a 12k−2 degP−8 degQ = 2a et deg c4 ≡ 0
mod 4. Par conséquent, la place à l’infini est de type I2a. Comme c’est la seule place de
type multiplicatif et que P et Q (associés aux deux autres places) respectent les hypothèses
du théorème 5.0.8, la densité des points rationnels est démontrée conditionnellement à la
conjecture de parité.

Si a est impair, la valeur de k est degQ + a+1
2 , on a 12k − 2 degP − 8 degQ = 2a et

deg c6 ≡ 2 mod 4. Par conséquent, la place à l’infini est de type I∗2a. Dans ce cas aussi,
on obtient la conclusion du théorème par l’application du théorème 5.0.8.

Remarque 81. Les hypothèses du théorème peuvent être assouplies.
1. On peut alléger l’hypothèse sur Q, plutôt que le supposer sans facteur carré. On

peut l’autoriser à prendre la forme

Q = R(T )
s∏
j=1

(T − aj)ej ,

où pour tout j = 1, · · · , s, aj ∈ Q et ej ∈ N, et où R(T ) est un polynôme sans
facteur carré dont les facteurs irréductibles sont de degré ≤ 6.
Dans ce cas, les places multiplicatives sont
(a) éventuellement la place à l’infini,
(b) les places associées aux T − aj dont l’exposant ej est pair.
Par conséquent, le polynômeME est un produit de facteurs linéaires et respecte bien
la conjecture de Chowla.

2. On peut remplacer TN par un polynôme S(T ) ∈ Z[T ] tel que Res(S,Q) 6= 0. Préci-
sément, on définit

P = 3α2Q2 + β2S2,

où α, β ∈ Q, et on considère la surface elliptique d’équation de Weierstrass

y2 = x3 − 27PQ2x− 54βPQ3S.
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