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Résumé

Résumé

Soit & — IP’(%@ une surface elliptique sur Q de base P! non triviale. On s’intéresse &
la Zariski-densité des points rationnels de &. Il est conjecturé que le signe de I’équation
fonctionnelle d’une courbe elliptique est relié a la parité du rang de celle-ci. Modulo cette
conjecture, il est suffisant de démontrer que le signe des fibres de & varie pour démontrer la
Zariski-densité de & (Q). Un théoréeme conditionnel de Helfgott garantit que le signe moyen
d’une surface non isotriviale est strictement compris entre -1 et 1. Dans le cas ou & possede
une place générique de réduction multiplicative, le signe moyen serait nul. Ce travail est
conditionnel a deux conjectures de théorie analytique des nombres : la conjecture sans
facteur carré et la conjecture de Chowla. L’objectif principal de cette these est d’éviter
les conjectures utilisées par Helfgott pour démontrer la variation du signe sur les surfaces
elliptiques non triviales. On réussit a se passer de la conjecture sans facteur carré sous
certaines hypotheses techniques. On démontre ainsi (sous I’hypothese de la conjecture de
parité) la densité des points rationnels sur certaines surfaces elliptiques dont les coefficients
sont des polyndémes de degré arbitraire. Une surface de Del Pezzo de degré 1 est reliée
par I’éclatement d’un point canonique a une surface elliptique rationnelle. On démontre
inconditionnellement la densité des points rationnels dans plusieurs cas par des arguments
géométriques. On étudie aussi la variation du signe de 1’équation fonctionnelle pour des
surfaces elliptiques rationnelles isotriviales et on cerne des conditions pour que le signe
soit fixé. Dans le cas ou le signe est +1, on en déduit des exemples de surfaces elliptiques
non triviales dont les points rationnels pourraient ne pas étre denses.

Mots-clefs

courbes elliptiques, surfaces elliptiques, surfaces isotriviales, surfaces de Del Pezzo,
signe de ’équation fonctionnelle, densité des points rationnels.
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Density of rational points on elliptic surfaces and degree 1
del Pezzo surfaces

Abstract

Let & — P(b be an non-trivial elliptic surface over Q with base P'. We are interested
in the Zariski density of the rational points of &. It is conjectured that the root number
of an elliptic curve E has the same parity as its rank. Assuming this conjecture, it is
enough to show that the root number of the fibre of & varies to prove the Zariski density
of &£(Q). A conditional theorem of Helfgott garanties that the average root number of
a non-isotrivial elliptic surface is strictly between -1 et 1. In the case where & has a
generic place of multiplicative reduction, the average root number should be zero. This
work is conditional to two analytic number theory conjectures : the squarefree conjecture
and the Chowla conjecture. The main aim of this Ph.D thesis is to avoid the conjectures
used by Helfgott when proving the variation of the root number on non-trivial elliptic
surfaces. We manage to drop the squarefree conjecture assumption under some technical
hypothesis. We show thus (under the parity conjecture) the density of the rational points
on some elliptic surfaces whose coefficients have arbitrary large degree. Blowing up the
anticanonical point on a del Pezzo surface of degree 1, one obtains a rational elliptic
surface. We show unconditionally the density of the rational points in many cases by
means of geometric arguments. We also study the variation of the root number on some
isotrivial rational elliptic surfaces and we state the conditions under which it is constant.
When it is +1, we deduce examples of non trivial elliptic surfaces whose rational points
might not be dense.

Keywords

elliptic curves, elliptic surfaces, isotrivial surfaces, Del Pezzo surfaces, root number,
density of rational points.
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Introduction

Cette these est consacrée a des questions diophantiennes et de théorie analytique des
nombres. Le principal probleme abordé concerne la densité au sens de Zariski des points
rationnels sur une surface elliptique sur Q. Pour ce faire, on étudie la variation du signe de
I’équation fonctionnelle sur ses fibres. On s’intéressera également a la densité des points
rationnels d’une surface de Del Pezzo de degré 1 en utilisant le lien entre une telle surface et
une surface elliptique rationnelle. L’objectif de cette these est de démontrer la densité des
points rationnels sur ces surfaces en utilisant moins de conjectures de théorie analytique
des nombres que le font les résultats antérieurs a ce sujet. Nous y réussissons dans plusieurs
cas.

0.1 Contexte et résultats connus

Pour de plus amples explications sur la théorie des surfaces elliptiques, on se réfere au
livre de Miranda [33].

Définition 1. Une surface elliptique sur QQ est une surface algébrique projective & définie
sur Q telle que

i) Il existe un morphisme (une fibration) m : & — P! tel que la fibre & = 7~ 1(¢) est
une courbe projective lisse de genre 1 pour tout ¢ sauf un nombre fini.

ii) Il existe une section o : P! — & pour 7 définie sur Q.

Certains auteurs ne requieérent pas l'existence d’une section. Cependant, nous désirons
étudier une surface elliptique en tant que famille de courbes elliptiques, d’ou 'importance
de la munir d’une section.

Dans ce cas, une surface elliptique & peut s’écrire comme 1’ensemble des solutions dans
P? x P! d’une équation de la forme

&yt =23+ A(T)z + B(T),

avec A(T), B(T) € Z[T]. On appellera fibre générique de & la courbe elliptique sur Q(7")
notée &1 dont un modele affine est I’équation précédente.

Pour presque tout ¢ € P!, la fibre de 7 au dessus de ¢ donnée par & = m'(t) est une
courbe elliptique sur Q et ’ensemble E;(Q) a une structure de groupe, appelé le groupe
de Mordell-Weil de E sur Q. Par le théoreme de Mordell-Weil, ce groupe se décompose
comme la somme d’un groupe libre de type fini Z" et du groupe fini des éléments de tor-
sion. L’entier r est appelé le rang de Mordell-Weil (ou simplement le rang) de E sur Q.

On s’intéresse dans cette these a la densité des points rationnels sur une surface ellip-
tique. La densité peut avoir deux sens : pour la topologie réelle usuelle ou la topologie de
Zariski.

Mazur fait la conjecture suivante au sujet de la topologie réelle.
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Conjecture 0.1. [32, Conjecture 4] Soit & — P! une surface elliptique. On définit
P={te I% | & est une courbe elliptique sur Q et rangé;(Q) > 0}.

Alors,
(1) ou bien B est fini,
(2) ou bien B est dense dans P*(R).

Cette these s’inscrit dans la continuité des travaux précédemment réalisés pour tenter
de démontrer cette conjecture, en remplacant toutefois « densité pour la topologie réelle
» par « densité pour la topologie de Zariski ». Nous étudierons ainsi plutét la question
suivante :

Conjecture 0.2. Soit & — }P’b une surface elliptique sur Q. Alors on a une des deux
propositions suivantes :

1. & est triviale, c’est-a-dire qu’il existe une courbe Eq telle que & ~ Eg x P'. Dans ce
cas, on a &(Q) = Eo(Q) x PY(Q), ot Eo(Q) peut étre fini ou infini.

2. £(Q) est dense dans & pour la topologie de Zariski.

Remarque 1. Cette conjecture est implicite dans la littérature, en particulier dans [4].

Une formulation plus prudente excluerait dans le point 2 le cas ou & est isotriviale.
On a une intuition assez précise de la densité des points rationnels sur les surfaces non
isotriviales grace aux travaux de Helfgott [I5] (que nous présentons plus loin) conditionnels
a la conjecture de Chowla, des valeurs sans facteur carré et de parité. Cependant, dans le
cas isotrivial, il existe des surfaces elliptiques pour lesquelles aucune conjecture ne prédit
la densité des points rationnels : il s’agit de celles dont la fonction signe est constante.
Nous définissons la fonction signe et la conjecture de parité dans la section [0.1.3] et les
autres conjectures mentionnées dans cette remarque dans la section [0.1.6]

Remarque 2. La méme question a un sens si I’on remplace Q par un corps de nombres k,
ou encore en prenant une fibration en courbes elliptiques & — C, ou C' est une courbe
sur un corps k telle que C'(k) est infini, mais nous nous contenterons d’étudier les surfaces
elliptiques sur Q de base P!.

Remarque 3. Pour répondre a la conjecture précédente, on utilise le théoreme élémentaire
suivant démontré en section

Théoréme 0.1.1. Supposons que

#{t € P(Q) | rang&(Q) > 0} = oo.
Alors & a un ensemble dense de points rationnels.

Comme il n’existe pas de méthode générale pour calculer le rang d’une courbe ellip-
tique, on passera parfois par I’étude de son signe, notion que I'on définira dans les sections
0.3 et [[.1.5] Celui-ci est conjecturellement relié & la parité du rang.

_ On étudiera plus en détails les surfaces elliptiques rationnelles, c’est-a-dire que & est
Q-birationnel & P2. Elles nous intéressent particuliérement & cause du théoréeme suivant,
dii a Iskovskih.

Théoréme 0.1.2. [19, Théoréme 1]
Soit une surface elliptique rationnelle &.
Alors, elle posséde un modéle minimal X/Q qui est :
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1. soit un fibré en coniques de degré 1,

2. soit une surface de Del Pezzo.

Pour de plus amples explications sur les surfaces de Del Pezzo et les fibrés en coniques,
on pourra se référer au livre de Manin [28)].

Définition 2. Une surface de Del Pezzo X est une surface algébrique projective non
singuliere dont le diviseur anticanonique est ample.

Le degré d’une surface de Del Pezzo est I'entier d correspondant au nombre d’auto-
intersection (Kx, Kx) du diviseur canonique de X noté Kx. Remarquons que le degré est
compris entre 1 < d < 9.

Nous nous intéressons aux questions suivantes. Etant donnée X une surface de Del
Pezzo sur Q de degré d ou un fibré en conique de degré > 1.

1. Existe-t-il un point rationnel sur X 7
2. L’ensemble des points rationnels est-il dense pour la topologie de Zariski?

Lorsque X est un fibré en conique, les travaux de Kollar et Mella [23] garantissent
que la surface est Q-unirationnelle, c’est-a-dire qu’il existe une application dominante
P2 --5 X. Par conséquent I’ensemble des points rationnels est dense.

Lorsque d > 3, on sait par les travaux de Segre et Manin [28] que l’existence d’un point
rationnel sur X implique que la surface est unirationnelle.

Lorsque d = 2, Salgado, Testa et Varilly-Alvarado [41], en se basant sur un travail de
Manin [28, Thm 29.4], ont montré que si X contient un point rationnel qui ne se trouve
pas sur une courbe exceptionnelle ni sur une certaine quartique, alors X (Q) est dense pour
la topologie de Zariski.

Si d = 1, la surface X est automatiquement pourvue d’un point rationnel : le point
de base du systeme linéaire anticanonique. Cependant, les résultats concernant la densité
des points rationnels restent partiels (par exemple [42] et [51]).

Si on éclate le point anticanonique sur X une surface de Del Pezzo de degré 1, on
obtient une surface elliptique rationnelle & dont 'image de la section neutre est le diviseur
exceptionnel. Par conséquent, il y a densité des points rationnels sur X si et seulement si
il y a densité des points rationnels sur &.

En étudiant les points singuliers sur les surfaces elliptiques rationnelles, on détermine
lesquelles dont la contraction de la section a l'infini est une surface de Del Pezzo de degré
1 (pour plus de détails, voir le calcul rédigé en section .

On déduit de cette étude le lemme suivant.

Lemme 0.1.3. Soit & une surface elliptique rationnelle et un modéle minimal de Weiers-
trass

y? = a° + A(t)z + B(1),

ot A, B € Z[t] sont des polynomes de degré respectivement 4 et 6. On note X la surface
obtenue de & par contraction de sa section a l’infini.

Alors X est une surface de Del Pezzo de degré 1 si et seulement si les seules fibres
singuliéres de & sont de type Il ou 1.

Listons maintenant quelques méthodes permettant d’étudier la densité sur ces surfaces.
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0.1.1 Arguments géométriques

Divers arguments géométriques présents dans la littérature permettent de démontrer
inconditionnellement la densité des points rationnels sur une surface elliptique ou une
surface de Del Pezzo de degré 1. Citons en quelques uns pour exemple.

Ulas a obtenu des résultats de densité sur des familles de surfaces elliptiques rationnelles
non isotriviales en étudiant des changements de base explicites.

Théoréme 0.1.4. [50, Thm 2.1] Soit f(T) = T5+aT3+bT*+cT+d € Z[T) et considérons
la surface & donnée par équation & : x> —y3 — f(T) = 0. Alors

1. ou bien f a des racines multiples sur Q, auquel cas l’ensemble des points rationnels
de & est dense au sens de Zariski.

2. ou bien f n’a pas de racine multiple. Si l’ensemble des points rationnels sur la courbe
Eup Y2 =X3+135(2a — 15) X — 1350(5a + 2b — 26) est infini, alors l’ensemble des
points rationnels sur la surface & est Zariski-dense.

D’autre part, Salgado compare le rang de la fibre générique de & sur Q[T avec ce-
lui d’une surface elliptique &’ obtenue a partir de & par changement de variables. Elle
démontre le résultat suivant.

Théoréme 0.1.5. [f0, Thm. 1.1.] Soit 7 : & — B ~ P! une surface elliptique Q-
unirationnelle. Il existe une courbe C' — B telle que C ~g P! et

rangéo(Q(C)) = rangé (Q(B)) + 1,
ol éac =& XB C.

De plus, un article de Salgado et Van Luijk [42] donne des conditions pour que 1’en-
semble des points rationnels d’une surface de Del Pezzo de degré 1 soit Zariski-dense. Par
exemple :

— 11 suffit de supposer que la surface elliptique obtenue par éclatement du point

anticanonique a une fibre de type I,,, au dessus d’un certain point k-rationnel de
P!

— 1l suffit de supposer 'existence d’un point rationnel qui ne se trouve pas sur six

courbes exceptionnelles de S et qui est d’ordre 3 sur sa fibre.

0.1.2 Fibres singulieres d’une surface elliptique

Soit & une courbe elliptique sur Q(7"). On s’intéresse a la réduction de & en les places
génériques de Q(T), c’est-a-dire celles qui sont associées a des polynémes irréductibles non
constants ou a %

Soit une équation de Weierstrass

Ep iyt =23+ F(T)x + G(T).

et soit A(T") son discriminant. Ce dernier se factorise sous la forme : A(T') = d ], P;(T)“,
ou les P; € Q[T sont des polynémes irréductibles unitaires deux a deux distincts et d € Q
et e; € N*,

Ceux-ci correspondent aux places de mauvaise réduction de &7/Q(T), qu’on appellera
places génériques.

La caractérisation « usuelle » des types de réduction n’est pas assez précise pour nos
besoins. Nous allons décrire la réduction de & en wp une place de Q[T associée a un
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polynéme P(T') € Z[T] par un symbole de Kodaira. Ceci est décrit plus en détail dans [47]
Appendice C, Tableau 15.1.

La réduction de & en P(T) est dite de type I, si et seulement si & est de réduction
multiplicative en P, de type I}, si et seulement si & est de réduction additive potentielle-
ment multiplicative. Si & est de réduction additive potentiellement bonne alors en fonction
de la valeur de ord,,,A(T), la fibre sera de type I1, I1*, I11, IIT*, IV, IV* ou Ij. Enfin,
une fibre est de type Iy si et seulement si elle est de bonne réduction.

0.1.3 Variation du signe de ’équation fonctionnelle

Soit E une courbe elliptique sur Q. On appelle le signe de E (en anglais root number
of E) l'entier
W (E) = [[W(B),
P

ou le produit est pris sur toutes les places de Q ({p premiers} U co) et le signe local
W,(E) € {£1} ne dépend que de E/Q,. Les formules pour les W),(E) sont donnée par [13]
si p = 2,3. Sinon, [38] donne une formule pour le signe local en p qui sera rappelée dans
la section [L.I.5 de cette these.

Dans le cas ou le corps de définition est Q, le signe est égal au signe de [’équation
fonctionnelle de E'; c’est-a-dire le signe W(FE) € {£1} tel que la fonction L de la courbe
elliptique respecte 1’équation fonctionnelle

,/VE(2_S)/2(27T)S_2F(2 _ S)L(E, 9 _ S) _ W(E)JI/ES/2(27T)_SF(S)L(E’ S),

pour tout s € C ou A% est le conducteur de F.

Soit rgn(E/Q) lordre d’annulation en s = 1 de L(FE,s) la fonction L associée a E.
La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer prédit que rang(E/Q) = rqen(E/Q) et en
particulier ’égalité suivante, appelée la conjecture de parité :

W(E) = (—1)rne(EQ)

Remarque 4. Les travaux de Nekovar [34], Dokchitser et Dokchitser [7] montrent que la
finitude du groupe de Tate-Shafarevitch de E implique la conjecture de parité pour E.

Remarque 5. La raison principale pour laquelle on se cantonne au cas k = Q est que la
conjecture est beaucoup plus prés d’étre démontrée que sur les autres corps de nombres.
En effet, ’équation fonctionnelle admet un prolongement analytique adéquat a tout le
plan complexe. De plus, le signe de & est bien égal au signe de ’équation fonctionnelle sur
Q.

Soit une surface elliptique & = P dont la fibre en ¢t € Q est notée &. On étudiera les
ensembles

Wi (&) = {t € Q: E} est une courbe elliptique et W(E;) = £1}.

Une conséquence de la conjecture de parité et du théoreme [0.1.1] est qu’il suffit que
#W_ (&) = oo pour qu'on ait la densité des points rationnels sur &.

0.1.4 Swurfaces isotriviales

On dit qu’une surface elliptique est isotriviale si t — j(&;), la fonction du j-invariant
des fibres, est constante. On note j(&') cette valeur commune. On a donc j(&) € Q.

Une telle surface admet une courbe elliptique F, sur Q telle que & est une famille de
tordues de FE,. Elle peut étre décrite par un des trois types suivants :
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1. y?2 =23 +af(T)?x +bf(T)3, ou f(T) est un polynome sans facteur carré et ab # 0,
(on a j(T) € Q\{0,1728}.)

2. y? =23+ f(T)x, f(T) est sans facteur de puissance 4, (on a j(T) = 1728.)

3. y?2 =23 + f(T), f(T) est sans facteur de puissance 6 (on a j(T) = 0).

Remarque 6. La raison pour laquelle on fait la distinction entre les cas et [3| est que
les tordues d’une courbe elliptique sont paramétrées par H'(Gg, Aut(E)).

1. Lorsque j € Q\ {0,1728}, on a Aut(E) = Z/2Z,

2. lorsque j =0, on a Aut(E) = Z/6Z et

3. lorsque j = 1728, on a Aut(E) = Z/AZ.

Soit W :=t +— W (&;) la fonction du signe des fibres de &. Si & est isotriviale, il est
possible que W soit constante. Si W est constant égale a +1, on ne peut rien conclure quant
a la densité des points rationnels de ces surfaces a partir de 1’étude du signe. Dans [3],

Cassels et Schinzel trouvent une famille de courbes elliptiques dont le signe est constant,
égal a -1. Cet exemple, d’invariant j = 1728, est

Epy? =a® — (T+ 7T,

Varilly-Alvarado donne dans [51] davantage d’exemples, parmi lesquels la surface el-
liptique d’invariant j = 0 donnée par ’équation de Weierstrass

y? =23 4+ 277° + 16,

dont les fibres sont de signe +1.
Dans beaucoup de cas, cependant, on sait que I'application W n’est pas constante. On
a notamment le théoreme suivant dii & Rohrlich.

Théoréme 0.1.6. [38, Théoréme 2] Soit a,b € Z tel que ab # 0. On considére la courbe
elliptique définie par Uéquation E : y> = x3+ax+b si A # 0. Soit f(t) € Z[t] et la famille
de tordues quadratiques définie par l’équation

B f®y =2 4+ax+b
Alors, l'une des deux propositions suivantes est vraie :
1. Les ensembles Wy et W_ sont denses dans R.
2. Les ensembles Wy ou de W_ sont {t € Q|f(t) <0} et {t € Q|f(t) > 0}.
De plus, pour E donnée,

1. il existe f tel qu’on est dans le cas 2 et tel que le nombre de changements de signe
de f sur R dépasse n’importe quelle valeur préassignée.

2. si en outre E a bonne réduction sur une extension abélienne de Q, on est dans le
cas 2.

Remarque 7. Plus explicitement, si F a bonne réduction sur Q® alors Vd € Q* on a
W(Eq) = sgn(d)W (E).

Dans le cas d’une surface de Del Pezzo de degré 1 dont la surface elliptique rationnelle
associée est isotriviale, Varilly-Alvarado [51] démontre le théoréme suivant.

Notation 0.3. Pour tout n € Z, on désignera par p, ’ensemble des racines n-ieme de
I"unité.
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Théoréme 0.1.7. [51, Thm 2.1] Soit F(x,y) € Z[x,y] un polynéme homogéne de degré
6 dont on suppose que les coefficients en 25 et en y® sont non nuls. Soit X la surface de
Del Pezzo de degré 1 sur Q donnée par

w? = 23 4+ F(x,y)

dans Pg(1,1,2,3), l’espace projectif a poids de variables (z,y,z, w). Soit ¢ le contenu de
F :on écrit F(z,y) = cFi(z,y), avec Fi(x,y) € Z[z,y]. On suppose qu’il existe f; € Z[x,y]
un facteur homogene irréductible de Fy tel que

H3 ,@ Q[ﬂ/fz(tvl)f (1)

ot p3 est le groupe des racines troisieme de l'unité dans Q. Enfin, on suppose que la
conjecture de parité est vérifiée pour les courbes elliptiques sur Q de j-invariant 0.
Alors les points rationnels de X sont denses pour la topologie de Zariski.

Remarque 8. Dans le méme article, on a un résultat similaire [5I, Thm 2.3] pour les
surfaces représentées dans P(1,1,2,3) par une équation de la forme

w? = 23 + G(x,y)z,

ou G(x,y) € Zlz,y| est un polynéme homogene de degré 4. Ce ne sont pas tout a fait
des surfaces de Del Pezzo de degré 1 : elles ont un point qui n’est pas lisse. L’hypothese
remplagant est celle qu’il existe g; € Z[z, y], un facteur irréductible de G tel que

pa € Q[t]/g:(t, 1).

0.1.5 Surfaces non isotriviales

Rizzo [37] exhibe Er : y? + T2? — (T + 3)x + 1 une surface elliptique rationnelle
non isotriviale dont la fonction du signe restreinte a Z est constante, c’est-a-dire que
W(E;) = —1 pour toute fibre associée a t € Z. Cependant, le signe de E; n’est pas
constant sur les fibres en t € Q.

Il est conjecturé que si la surface n’est pas isotriviale, il y a toujours variation du signe
des fibres sur Q. Les résultats de Manduchi vont dans ce sens.

Théoréme 0.1.8. [27, Thm 1] Soit & 5> P! une surface elliptique non isotriviale telle
que

1. les polynomes associés aux places de mauvaise réduction sont de degré < 6,
2. & n'a pas de place générique de type I,
Alors, Wy et W_ sont denses dans R.

Dans le méme article, Manduchi démontre un second théoreme, avec des hypotheses
légerement différentes.

Théoréme 0.1.9. [27, Thm 2] Soit & — P! une surface elliptique non isotriviale telle
que
1. les polynomes associés aux places de mauvaise réduction sont de degré inférieur ou
égal a 3,
2. & a au plus une fibre générique de type I, et celle-ci est associée a un polynome
linéaire.
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Alors Wy et W_ sont tous deux infinis.

La technique utilisée par Manduchi consiste & trouver .%,.# C Z?, deux ensembles
infinis de paires d’entiers premiers entre eux tels que pour tout (z,y) € F et (2/,y') € F

on ait
W (B:) =-W <E> .
y/

Pour cela, on fait un crible sur les paires (x,y) d’entiers premiers entre eux qui définissent
t=ux/y € Q, afin de contrdler les facteurs carrés des polynomes impliqués.

0.1.6 Conjectures de théorie analytique des nombres

L’utilisation des méthodes de crible mentionnées ci-dessus justifie que I'on s’intéresse a
deux conjectures, présentées dans cette section. Nous traiterons simultanément le cas d’'un
polynéme f de degré d a coefficients entiers, ou bien en une variable, ou bien homogeéne
en deux variables; ainsi ou bien f(T) = ag + --- + aqT? € Z[T] ou bien f(T,U) =
aoU?+ - +ay4T¢ € Z[T,U]. On notera h = 1 ou 2 le nombre de variables et v un vecteur
& coordonnées entieres dans Z", c’est-a-dire v € Z ou v € Z%. On étudie deux propriétés
décrivant la factorisation de f(v) : la premiere décrit la proportion de valeurs sans facteurs
carrés, la deuxieme la parité du nombre de facteurs premiers.

Notations. Soit 6 := pged { fv)|ve Zh}, alors dy désigne le plus petit entier tel que

87/d; soit sans facteur carré. Ecrivons dy = [1,»"* On note t¢(p) le nombre de solutions
modulo p***» de f(v)d;1 =0 mod p?, ou encore f(v) =0 mod p>» et on pose

t
or=11(1- h5)
p
Conjecture 0.1.10. (Conjecture du crible des facteurs carrés)
Soit f un polynéme a coefficients entiers sans facteur carré, en h variables (h =1 ou
2).
Alors

#{veZ" | |v| < X, f(v)/d; est sans facteur carré } = C;(2X)" + o(X") (X — 4o00).

Si 'on veut étudier les valeurs (presque) sans facteurs carrés sur une progression
arithmétique ou un réseau A = ¢(Z") (avec ¢p(n) = a + bn pour b # 0 si h = 1, et
¢(m,n) = (am + bn,cm + dn)), on posera g := f o ¢, df 4 := dg, CN'f7A = C’g et on peut
écrire la conjecture du crible des facteurs carrés sous la forme apparemment plus générale :

ﬁ{v € AX) | f(v)d;il est sans facteur carré} = Cp AA(X) + o(A(X)), (2)
ol AX)={ved||v|<X}et A(X) = fA(X).

La conjecture est démontrée pour les polynomes irréductibles de degré < 3 (resp. < 6)
en 1 variable (resp. en 2 variables), ce que nous résumons dans ’énoncé suivant. La preuve
est relativement simple (résultant en fait essentiellement des considérations qui suivent)
lorsque h=1¢et d <2 ou h =2 et d<4. Les cas suivants sont plus délicats, le cas h =1
et d = 3 est prouvé par Hooley [18], le cas h =2 et d = 5,6 est prouvé par Greaves [9].

Théoréme 0.1.11. (Hooley [18], Greaves [9]) Soit f un polyndome a coefficients entiers,
sans facteurs carrés, en h variables (h =1 ou 2). Supposons que tous les facteurs irréduc-
tibles de f soient de degré inférieur ou égal a 3h, alors f vérifie la conjecture du crible des
facteurs carrés.
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La seconde conjecture, dite de Chowla, concerne 1’étude de la fonction de Liouville
définie comme suit :
Pour n = p{*...pgr,
M) = (=1)%0,

ou (n) est le nombre de facteurs premiers de n, comptés avec multiplicité, en d’autres
termes, Q(n) =1 e;.

Conjecture 0.4. (Conjecture de Chowla)
Soit f un polynome a coefficients entiers, sans facteurs carrés. Pour toute progression
arithmétique A, on a l’estimation suivante

> Af(v) = o(A(X)).

veA(X)
Les résultats connus a ’heure actuelle sont les suivants.

Théoréme 0.1.12. Soit f un polynome de degré d a coefficients entiers, sans facteurs
carrés, en h variables (h =1 ou 2). La conjecture de Chowla vaut dans les cas suivants :

1. (Hadamard — de la Vallée Poussin) h =1 et d = 1.
2. (Helfgott, Lachand) h =2 et d < 3.

3. (Green-Tao) h =2 et f est un produit de formes linéaires.

Le premier item (h = deg(f) = 1) équivaut en fait au théoréme des nombres premiers
sous la forme Y, - x p(m) = o(X). Le deuxieme, pour f homogene en deux variables et
deg(f) < 2est essentiellement dit & de la Vallée Poussin. Le cas de degré 3 est dfi & Helfgott
[17] (noter cependant que I'article cité traite d’un polynéme cubique non irréductible; le
cas d’un polynéme cubique irréductible [16] est non publié), puis récemment en 2014 par
une autre technique par Lachand dans sa theése de doctorat [24] et dans un article a paraitre
[25]. Enfin, Green et Tao [10] prouve Chowla pour un produit de formes linéaires.

0.1.7 Signe moyen

Dans un article & ce jour non publié [15], Helfgott calcule le signe moyen d’une surface
elliptique sur tous les t € Q, ou les ¢ = x/y sont représentés par un couple d’entiers
premiers entre eux

W(E) = i Z(ﬂﬁ,y)e[—NJVP:pgcd(ﬂﬁ,y):1724750 W(éaw/y)
avgW (&) = lim o —
N—soo |{(z,y) € [-N, N]? : pged(z,y) = 1}|

On peut aussi faire la moyenne seulement sur n € Z :

. Ynel-nN (&)
avzW(&) = lim 2N '

On note Be le produit des polyndmes associés aux places en lesquelles la réduction de
& n’est pas Iy ni Ij. Quant a Mg, c’est le produit des places de réduction multiplicative.
Le résultat principal est le théoreme suivant.

Théoréme 0.1.13. [1]] Soit & une surface elliptique non isotriviale sur Q. On admet les
hypothéses suivantes :

a. la conjecture du crible des facteurs carrés (dans sa version homogéne) est vérifiée par
Béa:
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b. la conjecture de Chowla est vérifiée (dans sa version homogéne) par Meg.
Alors,

1. st & n’a pas de place de réduction multiplicative, on a
avg(W(&1)) €] = 1,1[;
2. s’il existe une place de réduction multiplicative, on a
avg(W (&) = 0.

En particulier, dans les deuzx cas, W et W_ sont infinis.

0.2 Reésultats nouveaux

0.2.1 Revue des résultats de Helfgott sur le signe moyen d’une surface
elliptique

Je structure la démonstration du théoréme suivant, di a Helfgott (voir [15], un article
a ce jour non publié) :

Théoréme 0.2.1. [15, Thm. 6.6]
Soit & une courbe elliptique sur Q(T'). Pourt € Q, on note t = % pour x,y des entiers
premiers entre eux. Alors il existe :

1. S un ensemble fini de places de Q qui contient la place a linfini;

2. pour chaque v € S, des fonctions g, : Qu,xQ, — {—1,1} localement constantes pour
la topologie v-adique en dehors d’un ensemble fini de droites passant par ’origine;
et

3. pour chaque p & S, des fonctions hy, : Qp, x Q, — {—1,1} localement constantes
en dehors d’un ensemble fini de droites passant par l'origine telles que hy(x,y) =1
lorsque p* { Be(x,y) ;

tels que le signe s’écrit

W(@@t) = A(Mg(x,y)) ) H gv(xvy) H hp(xay)v
veS PES

Ce théoreme est crucial pour le calcul du signe moyen. En particulier, j’explicite quelles
sont I’ensemble S et les fonctions g, et h;, en fonction de I’équation de la surface elliptique
considérée.

De plus, je compléte la démonstration du lemme suivant, qui n’avait pas été rédigée
entierement par Helfgott.

Lemme 0.2.2. Soit & une surface elliptique non isotriviale sans place de réduction de
type Ly,. On suppose que Bg respecte la conjecture du crible des facteurs carrés. Alors

-1 < avgW (&) < +1.

Je donne également, dans la proposition les conditions sur une surface elliptique
rationnelle & pour que le théoreme |0.1.13] s’applique inconditionnellement. Si on suppose
vérifiée la conjecture de parité, cela implique la densité des points rationnels sur &.
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0.2.2 Surfaces elliptiques non isotriviales

J’étends les résultats de variation du signe de [27] et de [I5] & davantage de surfaces
elliptiques non isotriviales. C’est le théoréme principal de cette theése (voir le théoréme
5.0.8)) :

Théoréme 0.2.3. Soit & = P! une surface elliptique non isotriviale. Soit A = d -

dp, A
Plor e PfrdPTA la factorisation en facteurs irréductibles sur Q(T) du discriminant de

&r. On suppose que
1. pour tout P; de réduction de type 11, IT*, IV ou IV*, on a

pus © Qt]/Fi(t);
2. pour tout P; de type 111 ou I1I* on a
pa © Q[t]/Fi(2),

3. deg Mg < 3, ou Mg, de degré arbitraire, est un produit de formes linéaires,
4. et tout P; de réduction I}, vérifie deg P; <6 ;
Alors les ensembles
Wi (&) ={te QW (&) = £1}
sont tous deux de cardinalité infinie.

Ce résultat permet d’obtenir un corollaire direct.

Corollaire 0.2.4. Soit & une surface respectant les hypothéses [1] a [f] du théoréme [0.2.3,
On suppose vrate la conjecture de parité. Alors l’ensemble des points rationnels de & est
Zariski-dense.

Remarque 9. La condition sur le degré des polynémes dont la réduction est de type I},
est 1a pour assurer qu’il soit possible de contréler les facteurs carrés de ces polynomes.
Toutefois, contrairement aux résultats antérieurs précités, on ne met pas de telle restriction
sur les autres places. Leurs polynémes associés peuvent étre de degré arbitrairement grand
tel que l'illustre 'exemple suivant :

Théoréme 0.2.5. Soit Q(T') € Z[T]| un produit de facteurs irréductibles distincts QQ; de
degré inférieur ou égal a 6, et tel que Q(0) # 0. On firte N € N et on définit

P(T) = 30%Q(T)* + B*T*Y,
ot a,b € Z\{0} sont premiers entre eux. Soit la surface elliptique décrite par ’équation
& y? =a® - 21P(T)Q(T)*x — 54BP(T)Q(T)>T™.

On suppose vraie la conjecture de parité.
Alors les points rationnels de & sont denses pour la topologie de Zariski.

Remarque 10. Cette surface respecte les hypotheses du théoreme [0.2.3] Par conséquent,
le corollaire [0.2.4] implique la Zariski-densité des points rationnels sur &, si I'on admet la
conjecture de parité.

Remarque 11. Dans cet exemple, on a deg P = 2max(deg @), N). Par conséquent, dés que
N > 4, on ne sait pas en général si P respecte la conjecture du crible des facteurs carrés.
La surface & définie ci-dessus ne vérifie donc pas les hypotheéses du théoreme [0.1.13] de
Helfgott.
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0.2.3 Combinaison des conjectures SFC et Chowla

Notation 1. Un réseau est un ensemble de la forme
A= {(azx + by, cx + dy) € 7| (z,y) € Z*}

ou a,b,c,d € Z et ad — bc # 0.
On note A(X) := {(m,n) € A| |(m,n)] < X} et A(X) :=#A(X).

La démonstration du théoréme [0.2.3| utilise le théoréme suivant, dont la démonstration
ne semble pas se trouver dans la littérature :

Théoréme 0.2.6. Soit f € Z[X,Y] polynome homogéne a coefficients entiers, sans fac-
teurs carrés. Supposons la conjecture du crible des facteurs carrés et la conjecture de
Chowla vraies pour f, alors l’estimation suivante vaut pour tout réseau A’, ot e = £1 :

f(m,n)

rt{<m,n> A0 | F

est sans facteur carré et A\(f(m,n)) = e} = %A,(X)—{—O(A/(X)).
(3)

Remarque 12. L’énonce indique une sorte d’indépendance des deux propriétés relatives
aux valeurs d’un polynoéme

1. « sans facteur carré »

2. « parité » du nombre de facteurs.

0.2.4 Surfaces elliptiques rationnelles non isotriviales

Je démontre dans plusieurs cas la densité des points rationnels de certaines surfaces
elliptiques rationnelles non isotriviales par des arguments géométriques, en particulier sans
étudier la variation du signe sur les fibres de & et donc sans recours a la conjecture de
parité.

Les résultats suivants traitent davantage de surfaces elliptiques rationnelles que 'article
de Helfgott et ce d’'une maniere qui ne dépende d’aucune conjecture.

Lemme 0.2.7. Soit & une surface elliptique rationnelle. St & posséde une place rationnelle
de type Iy, II*, I1T*, IV* ou I}, alors les points rationnels de X sont denses pour la
topologie de Zariski.

En particulier, si & est une surface elliptique non isotriviale sans place de réduction
multiplicative, alors les points rationnels de X sont denses.

Lemme 0.2.8. Soit &, une surface elliptique d’équation de Weierstrass de la forme
y? = a3 + L2 LyLax + L3L3L3,

ot Ly, Lo, Ly € Z[T] sont des polynomes linéaires. Alors les points rationnels de X sont
Zariski-denses.

Remarque 13. Cette derniere proposition est contenue dans la précédente. Toutefois, la
démonstration utilise des arguments nouveaux et plus simples.
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0.2.5 Surfaces elliptiques rationnelles isotriviales

Les surfaces elliptiques rationnelles isotriviales sont de 'une des formes suivantes
1. y? = 2®+aH (u,v)?x+bH (u,v)3, avec 4a3+27b% # 0 (telles que 5(T) € Q\{0, 1728}),

Remarque 14. Une surface de cette forme est birationnelle a
H(u,v)y? = 23 + azx + b.

2. y?2 =23 + A(u,v)x (telles que j(T) = 1728),
3. y?2 = 2% + B(u,v) (telles que j(T) = 0)
ou A, B, et H sont des polynémes homogenes de degré respectivement 4, 6 et 2.
On peut supposer également dans les équations précédentes que H n’est pas un carré,

A n’est pas un bicarré et que B n’est pas une puissance sixieme. En effet, cela équivaut a
éviter le cas trivial ou il existe une courbe Ej telle que

é":on]P)l,

car alors
1. le signe est automatiquement constant,
2. si Eg(Q) est fini, alors &(Q) n’est pas dense.

Dans chaque cas, j'obtiens des résultats intéressants sur la densité des points rationnels
ou sur la variation du signe. Dans un premier temps, je démontre la densité sur certaines
de ces surfaces par des arguments géométriques :

Théoreme 0.2.9. Soit X une surface elliptique rationnelle d’équation
X : H(u,v)w? = 23 +az +b,

ot H(u,v) est un polynéme homogéne de degré 2 qui n’est pas un carré et a,b € Z\{0}.
Alors la surface est unirationnelle sur Q. En particulier, ses points rationnels sont
denses pour la densité de Zariski.

Remarque 15. Ce résultat est démontré par Rohrlich [38, Theoréme 3] sous I’hypothése a
priori restrictive qu’il existe une fibre de rang non nul. Cette hypothese est enlevée ici.

On démontre grace a divers arguments le théoreme suivant. Pour ce faire, on exhibe
une section sur & qui est d’ordre infini pour une infinité de fibres dans certains cas et
d’ordre 2 dans les autres.

Théoréme 0.2.10. Soit X une surface elliptique rationnelle d’équation de Weierstrass
X :w? =2+ AT, 1)z,

ot A(u,v) € Z[u,v] est un polynéme homogéne de degré 4 d coefficients entiers.
Alors, les points rationnels de & sont denses pour la topologie de Zariski.

Le cas le plus délicat est donc le type 3, c’est-a-dire y? = 22 + B(u,v) que I'on ne sais
pas traiter en général. Remarquons que, contrairement aux deux cas précédents ou il y a
des points singuliers, la contraction de la section neutre d’une surface de cette forme donne
lieu a une surface de Del Pezzo de degré 1. Poursuivant les travaux de Varilly-Alvarado
mentionnés plus tot (théoréme , j’étudie la variation du signe de surfaces elliptiques
rationnelles d’équation de la forme :
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y? = 2%+ O(3A%° 4 B?) (4)

Ceci me donne des conditions, données par le théoreme pour les coefficients des
surfaces pour que le signe de leurs fibres soit constant. (Je trouve des exemples de signe
+1 et de signe —1.) Pour les surfaces ne respectant pas ces conditions, le signe varie. La
conjecture de parité implique donc la densité de leur points rationnels.

On étudie aussi la variation du signe sur les surfaces de la forme

y? = 23 + C(A%* + B?)x, (5)

ou A, B,C € Z sont tels que pged(A, B) = 1. Cette forme correspond & un des cas ou le
théoréme [0.2.10] ne permet pas de construire explicitement une infinité de fibre de rang
> 1. Pour les surfaces de la forme , les conditions pour que le signe des fibres soit
constant sur tout ¢ € Q sont données par le théoréme

0.2.6 Variation du signe sur les surfaces elliptiques isotriviales

J’étudie plus généralement la variation du signe sur les surfaces elliptiques isotriviales.
Pour celles-ci on n’impose pas de restriction sur le degré des coefficients de 1’équation de
Weierstrass de la surface.

Rappelons que les surfaces elliptiques isotriviales sont celles dont le j-invariant des
fibres est constant. J’obtiens les résultats suivants :

Théoréme 0.2.11. Soit & — P! une surface elliptique isotriviale dont on note & la fibre
ent.

1. Supposons que la surface est d’équation & : Ty? = x3 4 ax + b pour a,b € Z — {0}.
Alors

(a) 1l existe M entier tel que, pour t € Z — {0} sans facteur carré, le signe W (E})
ne dépend que de la classe de congruence de t modulo M.

(b) Le signe W (E:) n’est pas constant quand t varie dans Q.

2. Supposons que la surface est d’équation & : y*> = x> +T.
Soit t = 20‘35t%t%t§tﬁtg, o a,B €Z ett; e Ni=1,---,5 sont premiers entre eut,
non divisibles par 2 et 3, et sans facteur carré. Posons 11 = titsts et 7o = toty.

Alors on a les conclusions suivantes
(a) Le signe peut s’exprimer sous la forme

-1, ,m
W(Ey) = =Wa(E)W3(E) (—) ()-
'3
(b) 1l existe des entiers My et My tels que W(Ey) est constant pour les t sans
puissance sixieme dont la partie T varie dans une classe de congruence modulo
M et dont la partie 19 varie dans une classe de congruence modulo M.

(c) Il existe des (doubles) classes de t pour lesquelles W(Ey) = +1, et d’autres
classes pour lesquelles W (Ey) = —1.

3. Supposons que la surface est d’équation & : y*> = x> + Tx.

Soit t = 22351313, avec o, B € 7 et les t; premiers entre euz, non divisibles par 2
et 3, et sans facteur carré. On pose 11 = tits.
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(a) Alors le signe peut s’écrire

-2 -1
W(E:) = —Wa(E)W3(E) (—) (+—)-
(ST D)
b) Il existe des entiers My et My tels que W (E}) est constant, pourt sans puissance
(b) q ;D p
quatrieme dont la partie 71 varie dans une classe de congruence modulo M, et
dont la partie to varie dans une classe de congruence modulo M.

(c¢) Il existe des (doubles) classes de t pour lesquelles W (Ey) = +1, et d’autres
classes pour lesquelles W (Ey) = —1.

Remarque 16. Ce résultat compléte le théoreme de Rohrlich cité précédemment (Théoréme
. En effet, ce dernier ne permet pas de conclusion directe sur la constance du signe
dans le cas ot Ej n’est pas de bonne réduction sur Q% et f(t) < 0 (ou > 0). De plus,
il ne dit rien sur les cas ou la surface elliptique considérée a pour fonction du j-invariant
J(T) =0 ou 1728.

Remarque 17. Birch et Stephens [?] démontrent des formules pour le signe de y? = 23— D,
et pour celui de 22 = 23+ A (qui peut étre ramené & 1’équation y? = 23 —432A2?). Liverance
[26] complete ces résultats en donnant une formule pour le signe de 32 = 23+ D en général.

Les formules données en [2a] et en [3al sont d’une nature légerement différente de celles
de ces deux articles, notamment parce qu’elles séparent les nombres premiers p > 5 selon
si leur carré divise ou ne divise pas t. En ce sens, nos formules se rapproche plutét de celles
de Vérilly-Alvarado [51), Prop. 4.4 et 4.8].

0.2.7 Organisation du texte

Dans le premier chapitre, nous rappellerons les notions qui seront utilisées dans cette
these : les courbes elliptiques (type de réduction en une place de Q, point de torsion, signe
de ’équation fonctionnelle et conjecture de parité), les surfaces elliptiques (correspondance
entre les surfaces elliptiques rationnelles lisses et les surfaces de Del Pezzo de degré 1,
utilisation de la conjecture de parité sur les fibres de la surface pour démontrer la densité
des points rationnels) et finalement les conjectures de théorie analytique des nombres
(conjecture du crible des facteurs carrés, conjecture de Chowla, la liste des cas ou elles
sont démontrées et la démonstration du théoreme .

Dans le second chapitre, nous reprendrons ’article non publié de Helfgott [I5] dont
nous structurons et complétons le théoréme

Le troisiéme chapitre sera consacré a la variation du signe sur les familles de tordues
de courbes elliptiques. Nous démontrerons le théoreme [0.2.11

Nous étudierons les surfaces elliptiques rationnelles dans le quatrieme chapitre, qui
sera divisé en trois parties. La premieére est un rappel sur les surfaces de Del Pezzo de
degré 1. Dans la second partie, nous traiterons de la densité des points rationnels sur les
surfaces elliptiques rationnelles isotriviales. Nous présenterons des arguments géométriques
démontrant la densité des points rationnels sur celles dont la surface elliptique associée
est telle que j(T') = 1728 (le théoréme ou 'unirationnalité si j(T') € Q/{0,1728}
(le théoreme . Nous déterminerons sous quelles conditions le signe des fibres de la
surface elliptique associée est constant, dans les cas ou une démonstration plus directe
n’est pas connue. On déterminera ainsi des conditions sur les coefficients d’une surface
de Del Pezzo d’équations dans P(1,1,2,3) : w? = 23 + Au® + B, (théoréme et
w? = 2% + C(A%u* + B%v?)z (théoréme pour que le signe de celle-ci soit constant.
La troisieme partie s’intéressera aux surfaces elliptiques rationnelles non isotriviales. Dans



30 Introduction

un premier temps, on démontrera les lemmes et qui donnent la densité des
points rationnels sur certaines de ces surfaces avec des arguments géométriques inédits.
Nous ferons ensuite dans la proposition une classification des surfaces elliptiques
rationnelles non isotriviales et cerneront lesquelles sont traitées inconditionnellement par
les résultats de Helfgott.

Dans le cinquiéme chapitre, nous démontrons le théoréme[0.2.3] Ce théoréme s’applique
a des surfaces elliptiques qui ne sont pas incluses dans des travaux de nos prédécesseurs,
par exemple celles construites dans le théoréme [0.2.5]
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Notions préliminaires

1.1 Courbes elliptiques

Définition 3. Une courbe elliptique E sur un corps k est une courbe projective lisse de
genre 1 munie d’un point marqué &.

Chacune de ces courbes peut étre représentée comme le lieu dans P? d’une équation
cubique avec un point sur la ligne a U'infini, le point marqué. Une courbe elliptique admet
une équation dite de Weierstrass de la forme

E:y? + a1zy + azy = 2 agz” + asx + ag, (1.1)

ol ay, as, as, ayq,ag € Z. Celle-ci est écrite sous forme affine pour alléger la notation, il faut
donc se rappeler d’ajouter le point [0, 1,0] a U'infini.
Remarque 18. Lorsque la caractéristique du corps n’est pas 2 ou 3, on peut simplifier
I’équation de Weierstrass.
D’abord, on fait la substitution y > %(y — ajx — ag) pour obtenir une équation de la
forme
y? = 423 + box® + 2byx + bg,
ou by = a% + 4aq, by = 2a4 + a1as3 et bg = a% + 4ag.
Avec le second changement de variable (z,y) — ( %, 10g)» on obtient une équation
de la forme
E:y?* = 2% — 2Tcya — B, (1.2)
otl ¢y = b3 — 4by, et cg = —b3 + 36baby — 216.

Définition 4. Le discriminant d’une équation de Weierstrass est I’entier
ci — g

1728

et son j-invariant est
. a
=X
L’homogénéisée d'une équation de la forme définit une courbe C' dans P? avec un
point & l'infini & = [0;1;0].
Cette courbe définit une courbe lisse si et seulement si le discriminant est non nul.
Dans ce cas, on dit que C' est non singuliére.
Si A=0etcg#0, on dit que C a une node.
Si A=0etcy =0, on dit que C a une pointe
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Notation 2. Soit E une courbe elliptique sur k et k¥ C K une extention de corps.

On note E(K) = {[z;y; 1] (x,y) solution de F dans Ag>}U[0;1;0] et on 'appelle I’en-
semble des points K-rationnels de E ou encore le groupe de Mordell-Weil (on verra dans
la suite qu’il s’agit bien d’un groupe).

Cette définition a aussi un sens pour les courbes de genre 1 qui sont singulieres.

Définition 5. On appellera tordue (ou twist) d’une courbe elliptique, une courbe qui lui
est isomorphe sur Q.

Proposition 1.1.1. Deuz courbes elliptiques sont isomorphes sur Q si et seulement si
elles ont le méme j — invariant. De plus, soit jo € Q, il existe une courbe elliptique
définie sur Q dont le j-invariant est égal a jg.

Définition 6. Soit E une courbe elliptique sur k. Une équation de Weierstrass pour E
de la forme est minimal si les coefficients a1, as, as, aq, ag sont k-entiers et si A le
discriminant est minimal parmi les discriminants des équations de Weierstrass associés a
cette courbe.

Remarque 19. Soit p, un nombre premier. Si £ = Q, une équation de Weierstrass est p-
minimale si le discriminant est de valuation p-adique minimale. Par conséquent, I’équation
est minimale si elle est p-minimale pour tout p.

De plus, pour tout courbe elliptique, on peut trouver un représentant minimal de
I’équation de Weierstrass, ¢’est-a-dire que pour tout p, on a p* teq ou p®tcs.

1.1.1 Loi de groupe

Soit E une courbe elliptique sur Q donnée par une équation de Weierstrass. Soit L
une droite dans P2. Etant donné que E est définie par une équation de degré 3, par le
théoréeme de Bezout [14], 1.7.8], la droite L coupe E en exactement 3 points; nommons les
P, @, R. Ceux-ci peuvent ne pas étre distincts, par exemple si L est tangente a E.

On définit la loi de composition & entre deux points P, € E de la maniere usuelle,
que l'on peut retrouver dans [47, I11.2].

Définition 7. Soient P,Q € FE et soit L, la droite reliant P et Q (ou si P = @, la droite
tangente & F en ce point). Soit aussi R, le troisiéme point d’intersection de L avec E.
Soit L’ la droite reliant R et &, le point marqué de E. Alors L' coupe E en R, 0, et un
troisiéme point. On note ce troisiéme point P ® Q.

Cette loi se visualise comme sur la figure

Théoréme 1.1.2. (Mordell-Weil)
Soit E, une courbe elliptique sur un corps de nombres k.
Alors E(k) muni de @ la loi de composition définie précédemment est un groupe abélien
de type fini :
E(k) ~ E(k)ior ®Z",

ot E(k)ior est le groupe fini des points de torsion (appelé sous-groupe de torsion) et r € N
est un entier positif ou nul appelé le rang de E.

Dans la section suivante, on verra quelques résultats permettant de calculer le sous-
groupe de torsion de E. Toutefois, si on sait comment calculer ce dernier, il n’en est pas
de méme pour le rang de E. Il n’existe pas de méthode générale pour le calculer.

Pour cette raison, nous utilisons en remplacement, dans cette these, le signe de 1’équa-
tion fonctionnelle (présenté en section [L.1.5]), une valeur parmi {—1,1} conjecturellement
reliée a la parité du rang.
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ks
!

FI1GURE 1.1 — Loi de groupe sur une courbe elliptique

1.1.2 Points de torsion

Soit E une courbe elliptique sur Q.

Le théoreme de Mordell-Weil implique que le groupe des points de torsion rationnels
sur F est fini. Le théoreme suivant donne des conditions pour qu’un point sur £ soit de
torsion. Ce résultat a été démontré de facon indépendante par Lutz et Nagell, et on le
retrouve dans [47), p.240].

Proposition 1.1.3. Soit E/Q une courbe elliptique d’équation de Weierstrass y*> = x3 +
Ax+ B, ou A, B € Z.
Supposons que P € E(Q) est un point de torsion différent du point a l’infini.

1. z(P),y(P) € Z.
2. On a ou bien [2]P = O ou bien 2([2]P) € Z et y(P)? divise A = 4A3 — 27B2.

Si 'on souhaite borner la torsion de F, la fagon la plus rapide est de choisir un certain
nombre de places v en lesquelles E est de bonne réduction et d’utiliser I'injection de la
proposition suivante que on retrouve dans [47, VIL.3] :

Proposition 1.1.4. Soit E une courbe elliptique sur Q et soit p un nombre premier
et m > 1 un entier premier a p. Si la courbe réduite E/Q, est non singuliére, alors
Uapplication réduction

E(Q)m] — E(Qp)

est injective, ot E(Q)[m] dénote I’ensemble des points d’ordre m dans E(K).

De plus, on a le théoreme suivant, qui caractérise pour de bon les formes que peuvent
avoir le groupe E(Q)or :

Théoréme 1.1.5. [30/,[31] Soit E une courbe elliptique sur Q. Alors le sous-groupe de
torsion E(Q)or de E(Q) est isomorphe a l'un des quinze groupes suivants :
Z/NZ ot 1 < N <10 ou N =12,
Z)27 x Z)2NZ oa 1< N < 4.
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1.1.3 Changement de modele : le cas d’une quartique

On rappelle ici ce qui est expliqué dans le livre de Cassels [2].
Soit la courbe D représentée par I’équation

Y2 = f(X)

ou f(X) est un polynéme de degré 4 munie d’un point rationnel. Comme D est une courbe
de genre 1, c’est une courbe elliptique si elle posséde un point rationnel. Soit (a, b), le point
rationnel de D et supposons que (a,b) € D(Q).

Nous verrons dans cette section le changement de variable permettant de passer d’une
telle équation & une équation de Weierstrass.

Quitte a effectuer le changement de variables

1 Y
Xt Y
X —a’ (X —a)?’

on peut supposer que le point rationnel est a l'infini :
V2= fo+ AT + foT? + fsT° + f,4T,

ou fy est un carré.
Quitte a diviser par f; et a imposer le changement de variable ¥ — ﬁ, on peut

supposer que f; = 1.
Par conséquent, on peut écrire le c6té droit de I’équation sous la forme suivante :

G(T)* + H(T),
ou
GT)=T*+aT+ g
H(T) = mT + ho,

et ol les g; et les h; sont donnés en termes des f;. Explicitement, on a

_Afa— f3 /3 B Afa — f3 .4 B I3 /3
90=""¢g 791—27h0—f0 ( 3 )%, hi=fi 2(2 4)‘
L’équation de la courbe s’écrit
Y +G(T)(Y —G(T)) =H(T). (1.3)
On pose Y + G(T) = R', de fagon a ce que
H(T)
Y -G(T) = 1(%/
et que
H(T)
2G(T) = R' — i
On pose de plus T' = %.
Sr? S’ S’ hy
En multipliant 1’équation ((1.3)) par R’, on obtient
252 + 21 R'S" + 2goR"? = R® — i S' — hoR'. (1.5)

Finalement, on proceéde au changement de variable (R, S’) = (2R, 2S) pour obtenir
I’équation de Weierstrass générale suivante pour C,.

h h
Cp:S*+ RS+ le = R® — goR? — ZOR, (1.6)
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1.1.4 Types de réduction, symbole de Kodaira

Soit E une courbe elliptique sur un corps Q et v une place de Q. On classifie E' selon
les possibilités suivantes.

Définition 8. Soit F/Q une courbe elliptique et une équation de Weierstrass minimale
dont les coefficients ¢4 et cg sont entiers, et soit E la réduction de cette équation modulo
une place de Q. On dira que :

(a) E est de bonne réduction si E est non singulicre (pt A).

(b) E est de réduction multiplicative si £ a une node (p | A et ptcq). On dit qu’elle est :
i) déployée (split) si —cg est un carré modulo p,
ii) non déployé (non-split) sinon.

(¢) E est de réduction additive si £ a une pointe (p | A et p | ¢4).

Dans les cas (b) et (¢), on dit que E a mauvaise réduction.

Ces notions ne sont pas assez précises pour ce qui suivra. Aussi introduit-on les sym-
boles de Kodaira associés aux réductions de courbes elliptiques. (voir [47] Appendice C,
Tableau 15.1)

Soit p un nombre premier différent de 2 ou 3. Nous avons les correspondances suivantes :
Réduction multiplicative

— la réduction de E en p est de type I, si et seulement si p{cyq, p | A et m =ordA =

—ordj ;
Réduction additive potentiellement multiplicative

— de type I}, si et seulement si p | cs, p | A, —ordj=m et ordA =m +6;
Réduction additive potentiellement bonne

— de type II si et seulement si p | ¢4, ord,A = 2;

— de type III si et seulement si p | ¢4, ord, A = 3;

— de type IV si et seulement si p | ¢4, ordpA = 4;

— de type I si et seulement si p | ¢4, ord,A = 6;

— de type IV* si et seulement si p | ¢4, ord,A = 8;

— de type III* si et seulement si p | ¢4, ord)A =9;

— de type II* si et seulement si p | ¢4, ordyA =10;

Bonne réduction

— de type I, si pt A.

Les tables de Halberstadt [I3] et de Rizzo [37] décrivent les comportement des réduc-
tions locales en 2 et en 3.

1.1.5 Signe de I’équation fonctionnelle de la fonction L

La fonction-L d’une courbe elliptique est une fonction qui recense des informations sur
le type de réduction de la courbe modulo chaque nombre premier.

Soit F/Q une courbe elliptique et soit v une place de Q pour laquelle on note ¢, = fk,
la norme de I'idéal premier correspondant & v, et a, = g, + 1 — ijv(kv). On définit

1 —a,T + ¢, T? si E a bonne réduction en v,
Lo(T) = 1-T si E est de réduction I,, déployée en v,
! S )i+T si F/ est de réduction I, non déployée en v,

1 si E est de réduction additive en v.
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Définition 9. La fonction-L associée a E/Q est définie par le produit eulérien

L(B,s) = ] Lylay )™

Le produit définissant L(FE,s) converge et donne une fonction analytique pour tout
R(s) > 3.

Soit E une courbe elliptique sur Q. Grace aux travaux de Wiles [52], on sait que la
fonction L(E, s) associée a cette courbe elliptique admet un prolongement analytique et
une équation fonctionnelle de la forme

%2_5)/2(27r)5-2p(2 —8)L(E,2 —5) = W(E)J;g/2(27r)—sr(s)L(E, s),

ol Ag est le conducteur de E et la constante W (FE) € {£1} est appelée le signe de cette
équation fonctionnelle.

Le comportement du signe d’une courbe elliptique a été beaucoup étudié, principale-
ment dans les articles [38] et [39] de Rohrlich.

Le signe peut s’exprimer comme un produit de facteurs locaux

W(E) = ] Wy(E), (17)

p<oo

ou p parcourt les nombres premiers rationnels et 'infini, W,(E) € {£1} et Wj(F) = +1
pour tout p sauf un nombre fini. Le signe local W,(E) en p de E est défini en terme
des facteurs epsilon de représentations de Weil-Deligne de Q,, (voir [6] et [49] pour une
définition de ces facteurs locaux). Si p est un premier de bonne réduction pour FE, alors
W, (E) = +1 et de plus, W (E) = —1 (selon [38]).

L’étude du signe de I’équation fonctionnelle est reliée a 1’étude du rang de la courbe
elliptique par la conjecture de parité.

Conjecture 1.1.6. (Conjecture de parité)
Soit E une courbe elliptique. On a

W(E) = (—1)ran9(E), (1.8)

Cet énoncé est une version affaiblie de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer. En
effet, si rgn = ords—1L(E, s) et 7 = rang(E(K)) alors la conjecture de BSD prédit, entre
autre, que rq, = 7. Or, sur Q, on a W(E) = (—1)"e". La conjecture de parité équivaut
donc a

Tan =T mod 2

En particulier, une courbe de signe négatif serait de rang impair (et donc non-nul).

1.1.6 Cas connus ou la conjecture de parité est vérifiée

Dans le survol de Darmon [5] sur la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, les théo-
reme 4.1 et 4.4 consistuent les cas connus o la conjecture de parité sont vérifiés. Ceux-ci
découlent des travaux de Kolyvagin, Rubin, Gross, Zagier et plusieurs autres.

Théoreme 1.1.7. Soit une courbe elliptique E telle que le rang analytique de E est < 1
(c’est a dire que L(E,1) ou L'(E,1) #0). On a les résultats suivants :

1. Si L(E,1) #0, alors rygE(Q) =0 (et W(E) = +1).

2. Si L(E,1)=0 et L'(E,1) #0, alors rgE(Q) = +1 (et W(E) = —1).
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Soit F une courbe elliptique sur k. L’étude de son groupe de Mordell-Weil est souvent
ramenée a celle des suites exactes

0 — E(k)/mE(k) — ST (E/k) — LL(E/k)[m] — 0,

ott S(™(E/k) sont les m-groupes de Selmer associés & E/k et III(E/k) est le groupe de
Tate-Shafarevich de E/k. Pour plus d’explications sur ces groupes, consulter [47, pp.331-
341]. Nous donnons la définition formelle de ce dernier.

Définition 10. Soit E une courbe elliptique sur k. Le groupe de Tate-Shafarevitch de FE
est le groupe

HI(E) == [\ ker{H" (G}, A(k)) = H'(Gy, A(kv))},

ou v parcourt toutes les places de k.
Les travaux de Nekovar [34], Dokchitser et Dokchitser [7] montrent que

Théoréme 1.1.8. Soit une courbe elliptique E sur k. On suppose que 111 le groupe de
Tate-Shafarevitch de E est fini.
Alors la conjecture de parité est vérifiée sur E, c’est-a-dire que

W(E) — (_1)rang(E)‘

1.1.7 Le signe local selon le type de réduction

Nous présentons dans cette section les principales propriétés connues pour les signes
locaux d’une courbe elliptique.

Proposition 1.1.9. [38, Prop. 2 v)]
Soit p un nombre premier de Q différent de 2 et 3. Soit E une courbe elliptique sur Q
que on écrit sous forme de Weierstrass

E:y? =2 — 2Tcqx — Bdcg.
Alors le signe local en p est

1 st la réduction de E en p est de type Iy;

(—=1/p) si la réduction est de type 11, 11*, I}, ou Ij;
Wy(E) =< (=2/p) si la réduction est de type 11 ou IIT*;

(—=3/p) st la réduction est de type IV ou IV*;
—(—cg/p) sila réduction est de type Ipn;

Pour p = 2,3, on se réféere aux tableaux d’Halberstadt [I3] ou de Rizzo [37].

Proposition 1.1.10. [38, Prop. 1]
Soit K un corps de mombres et E une courbe elliptique sur K. Soit v une place a
Vinfini de K. Alors

W, (E) = —1.
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1.2 Surfaces algébriques

1.2.1 Surfaces elliptiques

Définition 11. Soit C une courbe projective non-singuliére sur un corps k. Une surface
elliptique sur C est la donnée :

i) d’une surface &, c’est-a-dire une variété projective de dimension 2;

ii) d’un morphisme m : & — C tel pour que toutes les fibres & = 7 1(¢) sauf un
nombre fini sont les courbes non singuliéres de genre 1;

iii) d’une section a 7, 0 : C' — &.

Remarque 20. Dorénavant, sauf précision, une surface elliptique sera de base P! et définie
sur Q.

La plupart des auteurs définissent une surface elliptique comme satisfaisant les proprié-
tés i) et ii), sans imposer 'existence d’une section. Toutefois, 'existence d’une section est
trés pratique car chaque fibre non singuliére sauf un nombre fini est une courbe elliptique.

Une surface elliptique & peut donc étre vue comme une famille de courbes elliptiques.
Quitte a remanier cette famille, nous pouvons décrire & sous forme de Weierstrass, c’est-
a-dire que & est décrite par I’équation

y? =23 + ATz + B(T), (1.9)

ou A(T), B(T) € Q(T) sont des fonctions rationnelles.
Pour presque tout ¢ € P!, la fibre de & en t est la courbe elliptique définie par I’équation

(1.9) évaluée en t :
By y® = 2%+ A(t)x + B(¢).

On peut définir & par le sous-ensemble de P? x P! suivant :
{([X, Y,Z),t) €P> xP': AouBaunpdleent ou Y2Z = X3+ A(t)XZ? + B(t)Z?’}
Définition 12. Soit & une surface elliptique et une forme de Weierstrass
y? =2 + A(T)z + B(T).

On appelle la fibre générique de & la courbe elliptique sur Q(7"), notée Ep qui est le lieu
des solutions de I’homogénéisée de cette équation.

Nous exclurons de notre étude les surfaces elliptiques triviales, c’est-a-dire celles qui
sont isomorphes & un produit £ x C' d’une courbe elliptique F avec une courbe projective
lisse C.

1.2.2 Densité des points rationnels sur une surface elliptique

Proposition 1.2.1. Soit & une surface elliptique dotée de la section w. Si, pour une
infinité de t € P(Q), la fibre & de w est une courbe elliptique de rang de Mordell-Weil
positif, & aura un ensemble dense de points rationnels.

Démonstration. Supposons que
#{t € PH(Q) | rg&(Q) > 0} = ox.

Nommons F Padhérence de &(Q). E est le plus petit fermé contenant tous les points
rationnels de la surface &. Pour la topologie de Zariski, les fermés d’une variété projec-
tive sont les ensembles algébriques projectifs, c’est-a-dire ’ensemble des zéros dans P™



1.2. SURFACES ALGEBRIQUES 39

d’un idéal homogene de k[zg, ..., 7,,]. Notons également que les fibres &;, en tant qu'image
réciproque de fermés ({t} est bien un fermé de P') par des applications continues, sont
également des fermés de &.

Remarquons que 'adhérence des points rationnels sur une fibre & dont le rang de
Mordell-Weil est positif est la fibre en entier. En effet, les fermés d’une variété algébrique
de dimension 1 sont les ensembles finis de points ou la fibre entiere. L’ensemble des points
rationnels étant de cardinalité infinie, le seul fermé assez grand pour le contenir est la fibre
en entier.

On sait donc que 'adhérence de &(Q) contient une infinité de courbes elliptiques, qui
correspondent a I'infinité de fibres de rang positif. Le seul fermé capable de contenir toutes
ces courbes est la surface elliptique entiere.

Puisque son adhérence est &, &(Q) est dense pour la topologie de Zariski. O

Remarque 21. La réciproque de ce théoreme est vraie. On ne l'utilisera cependant pas
dans ce travail.

On considere les ensembles
Wi (&) ={teQW(&()) =+1},
W_(&) = {t € QW (£(t)) = —1}.

Corollaire 1.2.2. On suppose vraie la conjecture de parité.
Si l’ensemble W_ est de cardinalité infinie alors les points rationnels de & sont denses
pour la topologie de Zariski.

1.2.3 Modele de Weierstrass minimal d’une surface elliptique

Soit une surface elliptique d’équation de Weierstrass y? = 3 + c4(T)z + c6(T) telle
que v(cq) > 4 et v(cg) > 6 en une certaine place v associée a s € Q(T).
On peut appliquer le changement de variables

T — 57235, Y — sigy

pour obtenir une équation isomorphe a coefficients entiers et dont la valuation du discri-
minant est diminuée de 12.

Ce procédé, appelé minimalisation, peut se faire uniquement un nombre fini de fois et
I’équation résultante est appelée [’équation de Weierstrass minimale en v.

A toute surface elliptique, on pourra associer un modéle de Weierstrass minimal, ¢’est-
a-dire une équation de Weierstrass minimale en toute place. En terme de coefficients, un
modele de Weierstrass minimal est caractérisé par

v(es(T)) < 4 ou v(cg(T)) < 6 en toute place finie de P'.

Dans le cas de la place a l'infini, on introduit le parametre u = % et ’équation minimale

enu =0 1 1
Y2 = 2 + U A(S)e + OB (),
u u

dont le discriminant est Ay(u) = u'? A, (1), ot n est le plus petit entier tel que 4n > deg A
et 6n > deg B. .

Pour résumer cela, on introduit Ag (T, U) tel que Ag(t,1) = Ap(t) et Ag(l,u) = Ay(u).
Cette fonction est un polynéme homogene de degré 12n pour un certain n et telle que pour
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tout P polynome irréductible, P* { ¢, ou P { cg. L’entier » indiqué ci-dessous sera appelé

la dimension de Kodaira de &.
n =0 surface triviale (& = Ey x P1)
n =1 surface elliptique rationnelle (< deg A <4 et deg B <6) k= -
n =2 surface K3, k=0,
n > 2 surface elliptique « de type général » k=1.

Nous nous intéresserons en particulier aux surface elliptiques rationnelles aux quelles
nous reviendrons en section m Auparavant, nous présenterons des notions importantes
de I’étude des surfaces elliptiques : la classification des fibres singuliéres en section
la relation du rang de Shioda-Tate en [[.2.5 et I'isotrivialité en [I1.2.6]

1.2.4 Classification des fibres singuliéres

Dans cette section, nous discutons de la classification des fibres singuliéres d’'une surface
elliptique. Celle-ci a été donnée pour la premiere fois par Kodaira [20] dans le cadre des
surfaces elliptiques complexes, puis étudié par Néron [35] qui a trouvé une fagon canonique
de déterminer les fibres singulieres, et Tate [48] qui donne un algorithme simplifié qui est
valide sur les corps parfaits.

Théoréme 1.2.3. ([20], [35]) Soit Ex une courbe elliptique sur Q(T) et soit € : y* =
23 4 cy(T)x + cg(T) un modele de Weierstrass minimal pour Er. Alors €p 1’équation
obtenue de € par la réduction de c4(T') et cg(T)en P associée a une place de Q(T) a une
des formes suivantes :

ordy,j(T) ordw, A(T) P(T) | ca(T) ?

Type I 0 0

Type I, —m m non
Type I, -m m+ 6 ous
Type 11 0 2 ous
Type III 0O 3 ous
Type IV 0 4 out
Type I 0 6 ous
Type IV* 0 8 out
Type I1T* 0 9 ous
Type IT* 0 10 ous

1.2.5 Relation fondamentale du rang de Shioda-Tate

Soit & — C une surface elliptique minimale de base C sur Q, et soit E/Q(T) sa fibre
générique.

Le groupe de Néron-Séveri de &, que I'on note NS(&) est le quotient du groupe de ses
diviseurs par une certaine relation d’équivalence. On renvoie & [14, Exercice V.A.7] pour
la définition de cette relation d’équivalence.

On peut démontrer que NS(&') est un groupe finiment engendré et que le couplage de
'intersection sur Div(&’) donne un couplage bien défini sur NS(&).

Shioda [44] a montré comment trouver des générateurs pour NS(&') en utilisant les
générateurs de F(K) et des fibres de &. En particulier, il démontre la relation fondamentale
du rang [44), Corollaire 1.5] :

rgNS(&5) = rgE(Q(T)) + 2+ ) (m, — 1),
veC

ou m, est le nombre de composantes irréductibles de la fibre &,
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Explicitement, ce nombre est

si la réduction en v est I

si la réduction en v est I, (n > 1)

+
S

si la réduction en v est I} (n > 0)
si la réduction en v est 11

My = si la réduction en v est I1T1
si la réduction en v est IV
si la réduction en v est IV*

si la réduction en v est I11*

© 0~ W N R Ul =

si la réduction en v est IT*

Notons que rgNS (é"@) = 10 lorsque & est rationnelle. Par conséquent, on obtient
I'inégalité : B
rgé(Q(T)) < rgé(Q(T)) =8~ ) (my, — 1).

veP!

1.2.6 Surfaces isotriviales

Définition 13. Une surface elliptique triviale est une surface qui est birationnelle & un
produit de la forme P! x Ej ot Ej est une courbe elliptique.

Une surface elliptique isotriviale est &, une surface elliptique de base B, telle qu’il
existe une courbe C telle que & x g C' est une surface elliptique triviale de base C.

g%ngC
B~ "™

L’isotrivialité équivaut & une condition tres importante sur le j-invariant, une quantité
associée & une courbe elliptique présentée dans la définition []

Théoréeme 1.2.4. Une surface elliptique & — B est isotriviale si et seulement si sa
fonction j : B — P! qui a t € B associe le j-invariant de la fibre & est constante.

Par conséquent, une surface elliptique isotriviale de base P! admet une courbe elliptique
E, sur Q telle que & est une famille de tordues de E,. Elle peut étre décrite par une des
trois formes suivantes :

L. y? =2+ af(T)%x +bf(T)3, ot f(T) est un polynéme sans facteur carré et ab # 0,
(si §(T) € Q\{0, 1728})
2. y? =23+ f(T)x, f(T) est sans facteur de degré 4, (si j(T) = 1728.)
3. y?2 =23 + f(T), f(T) est sans facteur de degré 6. (si j(T) = 0.)
Remarque 22. La restriction sur les facteurs de f(7') sert a garantir que le modele de

Weierstrass de & est minimal.

Remarque 23. En effectuant le changement de variable 1y = f(yl{)Q ' = %, on obtient la

représentation du cas [I] sous la forme

ft)y? =23 +ax’ +b.
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Remarque 24. La raison pour laquelle on fait la distinction entre les cas et [2| est que
les tordues d'une courbe elliptique sont paramétrées par H'(Gg, Aut(E)).

1. Lorsque j € Q\ {0,1728}, on a Aut(E) = Z/2Z,
2. lorsque j =0, on a Aut(E) = Z/67Z et
3. lorsque j = 1728, on a Aut(E) = Z/4Z.
Remarque 25. Dans chaque cas, les fibres singulieres ont la configuration suivante :
1. Toute fibre singuliere est de type Ijj.
2. Toute fibre singuliére est de type 111 ou I11*.
3. Toute fibre singuliere est de type I, IT*, IV ou IV*

1.2.7 Surfaces elliptiques rationnelles

Soit & — P! une surface elliptique sur Q qui s’écrit avec ’équation de Weierstrass
& y* =a*+ A(T)x + B(T),
ot A, B € Z[T). Le discriminant est noté A(T) = 4A(T)? + 27B(T)?.

Proposition 1.2.5. (Critére de rationnalité [33]) Une surface elliptique est rationnelle,
c’est a dire qu’elle est birationnelle a P? sur Q, si et seulement si

0 < max{3deg A,2deg B} <12
Une conséquence du critére de rationnalité est qu’une surface rationnelle s’écrit :
y* =2 + Au,v)z + B(u,v),

ot A(u,v) =v*A (%) et B(u,v) =% (%) sont des polyndmes homogenes de degré respec-
tivement 4 et 6.
On peut voir ([1.2.7)) comme 1’équation d’une hypersurface dans P(1, 1,2, 3).

Théoréme 1.2.6. [19, Théoréme 1] B
Soit E — B, une surface elliptique rationnelle, c¢’est-a-dire que & est Q-birationnel a
P2.
Alors
1. B~ P!,
2. elle posséde un modéle minimal X/Q qui est :
(a) soit un fibré en coniques de degré > 1,
(b) soit une surface de Del Pezzo de degré d € [1,9].
De plus, si on regarde la surface définie par y*> = x3 + A(u,v)z + B(u,v) avec A,B €
Zlu,v] des polynomes homogénes de degré respectivement 4 et 6, I’équation est lisse si et
seulement si elle définit une surface de Del Pezzo de degré 1.

Remarque 26. Le dernier point de ce théoréme est un corollaire de [19] en remarquant que
I’on doit avoir que le nombre d’autointersection du diviseur anticanonique de X est tel
que Kx - Kx > 1.

On verra le lien explicite entre les surfaces elliptiques rationnelles lisses et les surfaces
de Del Pezzo dans la section [I.2.9] Auparavant, nous verrons en section [I.2.8]la définition
d’une surface de Del Pezzo.
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1.2.8 Surfaces de Del Pezzo

Définition 14. Une surface de Del Pezzo, ou surface de Fano, est une surface algébrique
projective non singuliere X dont le diviseur anticanonique est ample, c’est-a-dire que, si
Kx est le diviseur canonique de X, le diviseur —Kx est ample. C’est une variété de Fano
de dimension 2. Le degré d d’'une surface de Del Pezzo X est le nombre d’autointersection
(K, K) de sa classe de diviseur canonique K.

Une surface de Del Pezzo a un degré d au plus 9 (voir [28, p.118]). Si la surface est
sur un corps algébriquement clos, chaque surface de del Pezzo est ou bien un produit de
deux droites projectives (alors d = 8), ou encore l’éclatement de 9 — d points sur le plan
projectif (il n’y a pas trois points colinéaires, pas 6 sur la méme conique et pas 8 sur une
cubique qui a une node en 'un d’eux).

On aimerait pouvoir voir les surfaces de Del Pezzo comme des surfaces lisses dans
un certain espace projectif. Un résultat décrit dans le livre de Kollar le permet pour les
surfaces de Del Pezzo de degré 1, 2, 3 et 4.

Théoréme 1.2.7. (Kolldr, [21, p.17}]) Soit X, une surface de Del Pezzo sur un corps
k de degré inférieur ou égal a 4. Alors X peut étre décrite de la maniére suivante :
— sid=1, alors X est isomorphe a une hypersurface de degré 6 de P(1,1,2,3);
— sid =2, alors X est isomorphe d une hypersurface de degré 4 dans P(1,1,1,2);
— sid =3, alors X est isomorphe & une hypersurface de degré 8 dans P? ;
— et d =4, alors X est isomorphe a Uintersection de deuz quadriques dans P*.

1.2.9 Lien entre surface Del Pezzo de degré 1 et surface elliptique ra-
tionnelle

Soit k un corps de nombres, et soit (&, p, o) une surface elliptique sur IP’,{, On suppose
que & est rationnelle, c’est-a-dire que & x .k est birationelle & P%. Alors la fibre générique de
& est une courbe elliptique Ep sur k(T') qui est représentée par une équation de Weierstrass
de la forme

Y2 = X3+ A(T)X + B(T),

ou A(T), B(T') € k[T sont tels que
deg A(T) < 4,deg B(T) <6 et A :=4A(T)> +27B(T)? & k.

Réciproquement, & toute courbe elliptique sur Q[T] de cette forme correspond & une
surface elliptique rationnelle de base P*.

On associe & & une hypersurface X de degré 6 dans l’espace projectif P(1,1,2,3) de
coordonnées [x,y, z,w]. Pour ce faire, on définit X comme suit

w? = 2% + G(x,y)z + F(x,y),

ot G(x,y) = y*A(z/y) et F(z,y) = y°B(z/y).

Ces deux schémas sont birationnels. En effet, X peut-étre obtenue de & par contraction
de I'image de la section o et des composantes des fibres sigulieres de p qui ne rencontrent
pas o(P!). En général, X sera une hypersurface singuliére.

Si toutefois X est lisse, alors c’est une surface de Del Pezzo de degré 1.

D’une facon similaire, pour toute surface de Del Pezzo de degré 1 X on obtient une
surface elliptique rationnelle qui lui est birationnelle. En effet, on remarque que la corres-
pondance définie précédemment correspond dans ce cas a I’éclatement du point de base
anticanonique sur X.



44 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.2.10 Surfaces de Del Pezzo de degré 1

Dans cette section, nous déterminons les surfaces elliptiques rationnelles dont la surface
X obtenue par la contraction de la section & I’infini est une surface de Del Pezzo de degré
1.
Si on écrit la surface elliptique rationnelle sous forme de modele minimal de Weierstrass
on a
y* = 2% + A(t)x + B(t),

ou
N 1 _ 4 ~ . 6
On notera par la suite A(u,v) = v A(3) et B(u,v) = v°B(%).
Lemme 1.2.8. Soit & une surface elliptique rationnelle d’équation de Weierstrass

y* =" + ATz + B(T),

ot A, B € Z[T]. On note Sings l’ensemble des points singuliers de &. Alors Sings est
formé des points suivants :

1. les points (0,0,t9) ot tg € Q est racine de A et double de B.

2. les points (_;ﬁgg),o,to) ot tyg € Q est racine double de Ag telle que A(tg) # 0.

On en déduit le corolaire suivant :

Corollaire 1.2.9. Soit & une surface elliptique rationnelle et soit X son modéle minimal.
Alors X est lisse (et est donc une surface de Del Pezzo de degré 1) si et seulement si les
places de & sont de type 11 ou I4.

Démonstration. (de la proposition |1.2.8])
Soit une équation de Weierstrass définissant &

y? =23+ A(T)z + B(T).

L’étude du gradient de I’équation définissant & mene a I’obtention des relations suivantes
que doivent respecter un point singulier (zg, yo,to) :

Yo =0 = 3 + A(to)zo + B(to)
323+ A(t) =0
Atz + B'(t) =0

Remarquons que si A’(tg) = 0, la troisiéme relation implique que B’(ty) = 0. Si A'(tg) =
0, alors on a plutot z = —%(t). Les deux premieres relations sont possibles uniquement
si g est racine double de x° + A(tg)x + B(tg). Voyons dans quels cas cela est possible.
Si A(tg) = B(to) = 0 alors pour z¢ = yp = 0, le point est bien singulier.
Si un de A(tg) ou de B(tp) n’est pas 0, alors zq doit étre racine double de 23+ A(tg)x +
B(tg) et par conséquent,
3B(to)
xo = — .
2A(to)

A noter que dans ce cas, si A(tp) = 0, alors il n’y a pas de racine double.

Comme 322 + A(ty) =0, on a Zﬁgg;j + A(t) = 0, alors le discriminant

A(ty) = 4A(to) + 27B(t0)? = 0.
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De plus la troisiéme relation implique que _i‘?;(()t)o) + g((;(?)) = 0 et par conséquent

/ 2 5/ / 2 A/ B/
A(tg) = 12A%*A’ + 54BB' = 278 3 +25)=0

Par conséquent, ¢y est une racine double de Ag(t).

De plus, un calcul similaire permet de traiter en la fibre a I'infini. En ce point, le
modele s’écrit ) )

y? =23 + A(1,v)x + B(1,v),

ot on note A(u,v) = vIZA(Y).

La fibre en oo est singuliere si et seulement si

1. (1,0) = 0 = B(1,0) = B'(1,0), ce qui arrive lorsque deg A < 3 et deg B < 4

2. deg A = 4, deg B = 6 et 0 est une racine double de A, c’est-a-dire deg A < 10.

O]

On déduit de cette étude le lemme suivant qui caractérise les surfaces de Del Pezzo de
degré 1.

Lemme 1.2.10. Soit X Uhypersurface de degré 6 dans P(1,1,2,3) décrite par I'équation
y? = 2% + Alu,v)e + B(u,v),
ot A, B € Z[u,v] sont des polynomes homogénes de degré respectif 4 et 6.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. X est une surface de Del Pezzo de degré 1.

2. La surface X est lisse.

3. L’éclatement du point de base anticanonique sur X est une surface elliptique ration-
nelle & dont les fibres singuliéres sont de type I1 ou I.

4. Les polynomes en une variable A(T,1) et B(T, 1) respectent les propriétés suivantes
(a) Une racine commune a A et B n’est pas double pour B.
(b) Les racines de A non commune & A sont simples.
(c) Sideg A <3, alors deg B < 5.
(d) Sideg A =4 et deg B =06, alors deg A > 11.
Remarque 27. En particulier, les surfaces elliptiques rationnelles isotriviales des formes
y? =23+ H(t)2x+ H(t)3 et y?> = 23+ A(t)z ne vérifient pas ces propriétés. La contraction
de la section neutre ne donne en aucun de ces cas une surface de Del Pezzo de degré 1.
Cependant, une surface elliptique rationnelle isotriviale de la forme y? = 2% + B(t)

avec deg B > 5 et sans racine double respecte les criteres. Par conséquent, la contraction
de sa section neutre est une surface de Del Pezzo de degré 1.

1.2.11 Densité des points rationnels sur une surface de Del Pezzo ou un
fibré en conique

Rappelons que le théoréeme d’Iskovskih présenté en section dit qu’une surface
elliptique rationnelle posséde un modeéle minimal X/Q qui est :
1. soit un fibré en coniques de degré 1,

2. soit une surface de Del Pezzo.
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En effet, ’application & — X est une suite de contractions de r courbes exceptionnelles.
L’autointersection du diviseur canonique est

KX'KX:Kg'Kg+T:T.

Les points rationnels d’une surface elliptique rationnelle sont denses si et seulement si
on a aussi ceux de son modele minimal le sont aussi.

Dans le cas ot X est un fibré en conique de degré > 1, Kollar et Mella [23] démontrent
I"unirationnalité de X, propriété qui implique la densité des points rationnels.

On a explicitement le théoréeme suivant.

Théoréme 1.2.11. [25, Thm. 1] Soit K un corps de caractéristique différente de 2 et
ao(t), ai(t), aa(t), as(t) € KJt|, des polynomes de degré 2 définissant une famille non
triviale de courbes elliptiques. Alors, la surface

S y2 = ag(t)x?’ + ag(t)xQ + a1 (t)x + ap(t) C Aiyt

est unirationelle sur K.

Lorsque X est une surface de Del Pezzo de degré d > 3, 'unirationnalité est démontrée
par Segre et Manin [28] sous la condition qu'il ne soit pas vide. Lorsque d = 2, Salgado,
Testa et Varilly-Alvarado [41], basés sur un travail de Manin, ont montré que si X contient
un point rationnel qui ne se trouve pas sur une courbe exceptionnelle ni sur la quartique
distinguée, alors X est unirationnelle.

Les surfaces de Del Pezzo de degré 1 sont automatiquement pourvues d’un point ra-
tionnel qui n’est pas sur une courbe exceptionnelle : le point de base du systeme linéaire
anticanonique. Cependant, la densité des points rationnels n’est connue que dans certains
cas. Par exemple :

Théoréme 1.2.12. [50, Thm 2.1] Soit f(T) = t°+at3 +bt*> +ct+d € Z[T) et considérons
la surface donnée par l'équation & : x> —y® — f(t) = 0. Alors
1. si f a des racines multiples sur C, alors l’'ensemble des points rationnels de & est
dense au sens de Zariski.

2. st f n’a pas de racine multiple et que l’ensemble des points rationnels sur la courbe
Sup Y2 =X3+135(2a — 15) X — 1350(5a + 2b — 26) est infini, alors l’ensemble des
points rationnels sur la surface & est Zariski-dense.

Remarque 28. Remarquons que dans le premier cas, ou f a des racines multiples sur C, le
modele minimal de la surface & n’est pas une surface de Del Pezzo de degré 1.

De plus, un article de Salgado et Van Luijk [42] donne des conditions sous lesquelles
I’ensemble des points rationnels d’une surface de Del Pezzo de degré 1 sont denses au sens
de Zariski.

Théoréme 1.2.13. [/2, Théoréme 1.2] Soit S C P(1,1,2,3) une surface de Del Pezzo
donnée par une équation de la forme

w2 = 23 + f(l',y)z‘{'g(x?y)a

ou f,g € Z[z,y|, et soit & = P! la surface elliptique obtenue par l’éclatement du point de
base anticanonique de S.

Soit Q € S(Q), un point qui n’est pas fixé par les automorphismes de S qui changent le
signe de w. Soit 6g(5) la courbe formée des sections locales qui rencontrent S en Q avec
une multiplicité au moins 5.

On pose t = w(Q). On suppose que les propositions suivantes sont vérifiées :



1.3. CONJECTURES DE THEORIE ANALYTIQUE DES NOMBRES 47

1. L’ordre de @ sur &**(Q) est au moins 3.

2. St Uordre de @ dans &*(Q) est au moins 4, alors 6g(5) a une infinité de points
rationnels.

3. Si Uordre de Q) dans &*° est 3 ou 5, alors Q ne se trouve pas sur siz courbes excep-
tionnelle de S.

Alors l'ensemble des points rationnels de S est Zariski-dense.

On a plusieurs corollaires a ce théoréme. Par exemple, il suffit de supposer que la
surface elliptique obtenue par éclatement du point anticanonique ait une fibre nodale au
dessus d'un certain point k-rationnel de P!. Il suffit aussi de supposer Iexistence d’un
point rationnel qui ne se trouve pas sur six courbes exceptionnelles de S et qui est d’ordre
3 sur sa fibre générique.

Varilly-Alvarado a travaillé sur les surfaces de Del Pezzo de degré 1 dont la surface
elliptique associée est isotriviale, démontrant le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.14. [51, Thm 2.1] Soit F(x,y) € Z]z,y] un polynéme homogéne de degré
6 dont on suppose que les coefficients en 25 et en y® sont non nuls. Soit X la surface de
del Pezzo de degré 1 sur Q donnée par

w? = 23 + F(z,y)

dans Pg(1,1,2,3), l’espace projectif a poids de variable (z,y, z,w). Soit ¢ le contenu de F' :
on écrit F(x,y) = cFi(x,y), avec Fi(z,y) € Z[x,y]. On suppose que Fy est unitaire et que
Fy =11, fi, ot les f; € Z|x,y] sont des polynomes homogénes irréductibles. On suppose de
plus qu’il existe f; tel que

ps £ Q[t]/ fi(t,1) pour un certain i,

ot 3 est le groupe des racines troisiéme de l'unité dans Q. Enfin, on suppose que la
conjecture de parité est vérifiée pour les courbes elliptiques sur Q de j-invariant 0.
Alors les points rationnels de X sont denses pour la topologie de Zariski.

Varilly-Alvarado démontre également un énoncé équivalent, en remplagant ps par g
(racines quatriémes de l'unité dans Q) pour les surfaces définies par 1’hypersurface dans
P(1,1,2,3) de coordonnée (u,v,z,w) d’équation

w? = 2% 4 F(u,v)z,

ou F(u,v) est un polyndme homogene de degré 4. Ces surfaces ne sont pas tout a fait des
surfaces de Del Pezzo de degré 1 : elles ont des points non lisses.

1.3 Conjectures de théorie analytique des nombres

Nous traiterons simultanément le cas d’un polynoéme f de degré d a coefficients entiers,
ou bien en une variable, ou bien homogene en deux variables; ainsi ou bien f(7T) =
ap+ -+ agT? € Z[T) ou bien f(T,U) = agU? + --- + a4T? € Z[T,U]. On notera h = 1
ou 2 le nombre de variables et v un vecteur & coordonnées entieres dans Z", c¢’est-a-dire
v € Z ouv € Z%. On étudie deux propriétés décrivant la factorisation de f(v) : la premieére
décrit la proportion de valeurs sans facteurs carrés, la deuxieme la parité du nombre de
facteurs premiers.

Dans ’étude de la factorisation de f(v), il est naturel de supposer f primitif, c’est-
a-dire que son contenu — le pged de ces coefficients — est égal a 1. Cela n’entraine pas
I’absence de facteur commun aux valeurs f(v) mais limite ce phénomeéne comme l'illustre
le lemme élémentaire suivant.
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Lemme 1.3.1. Soit f de degré d, a coefficients entiers, en h variables (ou bien h = 1,
ou bien h = 2 et f homogéne). Supposons que A divise f(v) pour tout v € Z", alors il
existe un polynome g(v) a coefficients entiers tel que d\f(v) = Ag(v). En particulier, si f
est primitif, on a que A divise d!.

Démonstration. Lorsque h = 1, il est bien connu qu’un polynoéme a coefficients rationnels
et prenant des valeurs entiéres sur Z est combinaison linéaire a coefficients entiers des
polynémes Cy(T) = T(T —1)...(T — k + 1)/k!. L’application de ce principe a ¢g1(T) =
A1 £(T) montre que d!g;(T) est un polyndme & coefficients entiers. Lorsque h = 2, on
applique ce qui précede a f(T,1). O

Nous noterons A une “progression arithmétique" de la formeH
A:={a+bn|ncZ} ou A:={(ax+by,cr+dz)| (z,y) € Z?},

ou l'on suppose b # 0 dans le premier cas et ad — bc # 0 dans le second. On peut aussi
écrire A = ¢(Z) avec ¢(n) = a+bn ou A = ¢(Z?) avec ¢(m,n) = (am + bn,cm +dn). On
notera d(A) := |b| 7!, resp. |ad — bc|~! la densité de A dans Z".

On désigne par |-| la valeur absolue usuelle sur R ou la norme max sur R2. On introduit
également les notations

ZhMX) = {v ez | |v| < X}, AX):={ve A||v| <X} et A(X):=41A(X),

de sorte que A(X) est proportionnel a X h ot h = 1 dans le cas d'une variable (resp.

h = 2 dans le cas de deux variables). Plus précisément, on voit aisément que, en fait
A(X) ~ d(A)(2X)".

1.3.1 Conjecture du crible des facteurs carrés

On souhaite estimer la proportion de valeurs sans facteurs carrés sur une progression
arithmétique, il est alors naturel de supposer f sans facteurs carrés, ce qui équivaut a
supposer que son discriminant Dy est non nul. Sous cette hypothese, la conjecture du
crible des facteurs carrés s’énonce comme suit.

Conjecture 1.1. (Conjecture du crible des facteurs carrés, 1ére forme) Soit f un poly-
nome a coefficients entiers, sans facteurs carrés,

jj{v € ZMX) | il existe p > X"?, tel que p? divise f(v)} = o(Xh). (1.10)

La conjecture est démontrée pour les polynomes irréductibles de degré < 3 (resp. < 6)
en 1 variable (resp. en 2 variables), ce que nous résumons dans I’énoncé suivant. La preuve
est relativement simple (résultant en fait essentiellement des considérations qui suivent)
lorsque h =1et d <2 ouh =2 et d<4. Les cas suivants sont plus délicats, le cas h =1
et d = 3 est prouvé par Hooley [I8], le cas h = 2 et d = 5,6 est prouvé par Greaves [9].

Théoréme 1.3.2. (Hooley [18], Greaves [9]) Soit f un polynéome a coefficients entiers,
sans facteurs carrés, en h variables (h =1 ou 2). Supposons que tous les facteurs irréduc-
tibles de f soient de degré inférieur ou égal a 3h, alors f vérifie la conjecture du crible des
facteurs carrés.

1. Le mot “progression arithmétique" est d’habitude réservé a ce qui correspond ici au cas h = 1, dans
le cas h = 2 on parle d’habitude de “réseau".
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Pour mieux comprendre I’énoncé de la conjecture et voir qu’elle permet de déterminer la
proportion de valeurs sans facteurs carrés, on peut la reformuler a ’aide des considérations
suivantes, ou, pour simplifier, on supposera d’abord que le polyndéme f a la propriété
suivante (on indiquera plus tard comment modifier le calcul dans le cas général).

Hypothése (SFC) : On dira que f vérifie (SFC) si, pour tout p premier, il existe
v € Z" tel que p? ne divise pas f(v).

Définition 15. On note ¢¢(p) le nombre de solutions modulo p? de f(v) =0 mod p*.
La constante du crible des facteurs carrés d’un polynéme f est définie par

cr =11 (1 - tfgf)) (1.11)

» p

Remargue 29. 11 est élémentaire de voir que t¢(p) est O(1) (resp. O(p?)) si h = 1 (resp.
h = 2), ainsi le produit définissant C; est absolument convergent. Ceci est déduit du
lemme suivant. La constante C'y n’est intéressante que si le polynome f vérifie la propriété
(SFC), car sinon on a évidemment Cy = 0.

Soit I un intervalle entier de longueur p?, c’est-a-dire I = [M + 1, M + p?] ou un
produit de deux tels intervalles, c’est-a-dire I = [M + 1, M + p?] x [M’ + 1, M’ + p?]. On
a naturellement

jj{v e I|p? divise f(v)} =ts(p)
puis
1{v e Z"(Np?) | p* divise f(v)} = t;(p)(2N)"
et enfin
X h
t{v e Z'(X) | p? divise £(v)} = t;(p) (21)2 + 0(1)) (1.12)

Pour h = 1, I'estimation est satisfaisante, lorsque A = 2 on peut introduire le raffinement
élémentaire suivant (Cf. Lemma 1 de [9]).

Si on note Z, 'ensemble des solutions w modulo p? de f(w,1) = 0 mod p?, alors
I’ensemble des solutions de f(a,b) = 0 mod p? peut étre réparti en 'ensemble Ly = pZ”
et les progressions arithmétiques L, = {v = (a,b) € Z" | a = wb mod p?}. Le cardinal
des éléments de Lo de norme < X est trivialement O(X?/p?) et, comme le réseau L, est
d’indice p? dans Z", le cardinal des éléments de L, de norme < X est O(X?/p? + X).
On peut méme écrire une borne en X?2/p? + X/M,, ou M, est la plus petite norme d’un
élément non nul de L,. On résume cela dans I'estimation simplifiée :

jj{v e ZMX) | p? divise f(v)} < );;h + xh1 (1.13)

On peut aisément généraliser ce calcul élémentaire en criblant, pour Z donné, les
facteurs p? pour p < Z. On pose Ny := HPSZpQ, alors, pour I C€ Z" un intervalle ou
produit de deux intervalles de longueur Nz on a

t
j:t{vEI\sipﬁZonap2 ne divise pas f(v)}: H (1— fgf)>N§
p
p<Z

puis

tfgﬁ)) (2MNz)"

jj{v € Z"(MNy) | si p < Z on a p? ne divise pas f(v)} = H <1 )
p<Z
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et enfin

t
tt{v € Z"(X) | si p < Z on a p? ne divise pas f(v)} = H <1 - ;gz)) (2X + O(Ny))"
p<Z
(1.14)
Pour le choix de Z = log X/3 on obtient, par le théoréeme des nombres premiers :

2
Nz = H p? = exp(2 Z logp) = exp(= log X + o(log X)) = X 5+o(1)
p<Z p<z 3

Par ailleurs, lorsque Z tend vers 'infini

I1 (1- %) = csta+ o),

p<Z

donc on obtient un premier résultat inconditionnel

ﬁ{v cZM(X) |sip < log X on a p? ne divise pas f(v)} =Cr2X)" +o(X")  (1.15)

En combinant ceci avec I'estimation ([1.13]), on obtient pour Z; < Z

Xh
jj{v € Z"(X) | il existe p € [Z1, Zs] tel que p? divise f(v)} < Z <p2 + Xh_1>
PE[Z1,Z3]

Xh h—1
<L = + X W(ZQ).
Al
Mentionnons au passage une conséquence de ceci lorsqu’on prend Z; = M (pour M € Z
fixé, inférieur & X) et Zy = v/ X. Cette proposition inconditionnelle est utilisée par Helfgott
, dans les démonstrations des formules pour le signe moyen d’une surface elliptique (revues
dans nos propositions [2.4.2] [2.4.3] [2.5.2] et [2.5.6)) :

Proposition 1.3.3. Soit f un polynéome vérifiant la condition (SFC) :

xh
jj{v € ZMX) | il existe p € [M,VX] tel que p* divise f(v)} <37 + o(XM)

En choisissant plutot 21 = % log X et Zo = X", on en déduit le résultat inconditionnel,
suivant :

Proposition 1.3.4. Soit f un polyndme vérifiant la condition (SFC) :
ﬁ{v e ZMX) | sip < X", on a p? ne divise pas f(v)} = Cr(2X)" + o(X™) (1.16)

D’apres cette proposition, il est clair que la conjecture [1.1] est équivalente a I’énoncé
suivant, au moins pour les polynémes vérifiant la condition (SFC).

Conjecture 1.2. (Conjecture du crible des facteurs carrés, 2éme forme) Soit f un poly-
nome a coefficients entiers, sans facteurs carrés :

jj{v e Z"(X) | f(v) est sans facteur ca'rré} = Cr(2X)" 4 o(X™) (1.17)
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Si le polynoéme ne vérifie pas (SFC) le membre de gauche est nul et la constante Cf
est nulle donc 1’équation ((1.17)) est trivialement vérifiée mais ne donne pas 'information
cherchée. Il convient en fait de modifier les considérations précédentes, lorsque le polynéme
possede un facteur p? divisant toute ses valeurs.

Notations. Soit 0y := pged {f(v) | v e Zh}, alors d; désigne le plus petit entier tel que

5(f)/d; soit sans facteur carré. Ecrivons dy = [T, »*» On note £;(p) le nombre de solutions
modulo p?**» de f(v)dJT1 =0 mod p?, ou encore f(v) =0 mod p*» et on pose

Cr=1] <1 - ;’QY‘ZZ)

p

Remarquons que, d’apres le lemme si le polynome est primitif, on a £(p) = t¢(p)
pour p > d := deg f, donc le produit définissant Cf est absloument convergent comme le
produit définissant C'y.

La conjecture du crible des facteurs carrés s’énonce alors sous la forme suivante

Conjecture 1.3. (Conjecture du crible des facteurs carrés, 3éme forme) Soit f un poly-
nome a coefficients entiers, sans facteurs carrés,

tt{v e ZM(X) | f(v)d]T1 est sans facteur carré} = Cr(2X)" + o(XM) (1.18)

Si l'on veut étudier les valeurs (presque) sans facteurs carrés sur une progression arith-
métique A = #(Z"), on posera g := f o ¢, dfa = dg, Cpa = Cy et on peut écrire la
conjecture du crible des facteurs carrés sous la forme apparemment plus générale :

ﬁ{v € AX) | f(v)d;h est sans facteur carré} = O AA(X) + o(A(X)) (1.19)

Comme son nom l'indique, la conjecture du crible des facteurs carrés mene a un crible.
Celui-ci permet de trouver une infinité de valeur d’un polynéme dont la partie carré est
une constante donnée. Nous utiliserons le suivant, développé par Varilly-Alvarado dans
[51], qui utilise des polynémes homogenes en deux variables, dans la démonstration du
théoréme

Corollaire 1.3.5. [51, Corollaire 5.8] Soit F(m,n) € Z[m,n] un polynéme homogéne en
deuz variables de degré d. On suppose F(m,n) sans facteur carré dans Z[m,n|, et qu’aucun
facteur irréductible de F est de degré plus grand que 6. On fixe les ensembles

— S =(p1,...,pr) de premiers distincts et

— T = (t1,...,t,) d’entier positifs.
Soit M un entier tel que p*> | M pour tout premier p < degF et pt11+1...pff+1 | M.
Supposons qu’il existe des entiers tels que

F(a,b) 20 mod p?, quand p | M et p # p; pour tout 1,

et tels que
vp, (F'(a,b)) =t; pour tout i =1,...,r.

Alors il existe une infinité de paires (m,n) d’entiers tels que
m=a mod M,n=b mod M,

et
F(m,n) =p4...plr -1,

ou | est sans facteur carré et vy, (1) = 0 pour tout 1.
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Pour conclure cette section sur la conjecture du crible sans facteur carré, mentionnons
la conjecture abc, diie a Oesterlé, Masser et Szpiro.

Conjecture 1.4. (Conjecture abc) On fize € > 0. Si a,b,c sont des entiers positifs pre-
miers entre eux qui satisfaisant a + b = c, alors

¢ < N(a,b, ),
ot N(a,b,c) est le produit des facteurs premiers distincts de abc.

Une conséquence de cette conjecture est que la conjecture sans facteur carré serait
vérifiée pour tout polynéme en une variable, ou homogene en deux variables (voir [I] et

8])

1.3.2 Conjecture de Chowla

La deuxieme conjecture concerne la parité du nombre de facteurs premiers des valeurs
f(v). Pour I’énoncer, nous rappelons la définition de la fonction de Liouville.

Définition 16. Pour un entier non nul n =, pP»(™ on note Q(n) = >_p Up(n) le nombre
de facteurs premiers de sa décomposition et on définit la fonction de Liouville par la
formule.

M) = (~1)2)

Remarque 30. La fonction de Liouville ressemble a la fonction de Moebius mais differe
en présence justement d'un facteur carré. Plus précisément la relation est la suivante :
p(n) = A(n) si n est sans facteur carré et u(n) = 0 sil existe p? divisant n.

Conjecture 1.5. (Conjecture de Chowla) Soit f un polynome a coefficients entiers, sans
facteurs carrés, l’estimation suivante vaut pour toute progression arithmétique A :

> Af() = o(A(X)) (1.20)

veA(X)

Remarque 31. On peut chercher & raffiner cet énoncé en introduisant une uniformité par
rapport a la progression arithmétique. Nous n’aurons pas besoin de ce raffinement et
omettons donc ce point.

Le théoréme des nombres premiers et de la progression arithmétique permet de dé-
montrer cette conjecture pour les polyndémes de degré 1 et, en adaptant les arguments de
de la Vallée Poussin, pour les polynémes homogenes de degré 2. Les résultats connus a
I’heure actuelle sont les suivants.

Théoréeme 1.3.6. Soit f un polynéme de degré d a coefficients entiers, sans facteurs
carrés, en h variables (h =1 ou 2). La conjecture de Chowla vaut dans les cas suivants :

1. (Hadamard — de la Vallée Poussin) h =1 et d = 1.

2. (Helfgott, Lachand) h =2 et d < 3.

3. (Green-Tao) h =2 et f est un produit de formes linéaires.

Le premier item (h = deg(f) = 1) équivaut en fait au théoréme des nombres premiers
sous la forme >, o u(m) = o(X). Le deuxieme, pour f homogene en deux variables et

deg(f) < 2 est essentiellement dii a de la Vallée Poussin. Le cas de degré 3 a été démontré
par Helfgott [I7] (noter cependant que l’article cité traite d’'un polynéme cubique non
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irréductible ; le cas d’un polynome cubique irréductible [16] est non publié), puis récemment
en 2014 par une autre technique par Lachand dans sa theése de doctorat [24] et dans un
article & paraitre [25].

Enfin Helfgott indique page 48 de [I5] que Green et Tao [10] (article qui était un
preprint & ce moment-1a) prouve Chowla pour un produit de 4 formes linéaires. En fait
larticle [I0] prouve 1’énoncé plus général suivant.

Proposition 1.3.7. (Green-Tao [10], Proposition 9.1) Soit ¥;(z,y) = a;xz + by (1 <t)
des formes linéaires mon colinéaires deuxr d deux; soit K un corps convezre inclus dans
[—X, X2, alors

Yo I @iz, y) = o(X?) (1.21)

(z,y)eKNZ2 =1

De plus la méme estimation vaut en remplacant A par u la fonction de Moebius.

Il s’agit bien de la conjecture de Chowla pour un polynéme sans facteurs carrés et
produit de formes linéaires. Green et Tao montre méme que le petit “0" est uniforme en
la complexité s du systeme linéaire, le nombre de formes ¢ et une borne pour leur taille.
Notons que 1’énoncé est prouvé, dans [10], conditionnellement & deux conjectures de nature
technique poétiquement baptisées GI(s) et M N (s); cependant ces deux conjectures ont
été ensuite établies par les mémes auteurs et Ziegler, respectivement dans [12] et [11].

Enfin dans un autre registre, il y a une preuve de la conjecture de Chowla en moyenne
[29] pour les produits de facteurs linéaires en 1 variable. C’est-a-dire que, a défaut de
prouver que

S M+ h1)...(n+ hy)) = o(X)?
n<X

les auteurs prouvent que

SIS M ha) . (4 )| = o(HEX),

R, h<H [n<X

pourvu que H tende vers l'infini (en fonction de X) et H < X.

1.3.3 Un résultat combinant les deux conjectures

La conjecture du crible des facteurs carrés décrit, au moins statistiquement, les facteurs
carrés des valeurs f(v), tandis que la conjecture de Chowla décrit, au moins statistique-
ment, la parité du nombre de facteurs premiers des valeurs f(v). Nous établissons dans
cette partie un résultat affirmant une sorte d’indépendance des deux propriétés “valeur
sans facteur carré" et “parité donnée du nombre de facteurs premiers".

Ce résultat analytique semble étre nouveau; nous 'utiliserons au chapitre [5| pour la
preuve du théoréme [5.0.8

Théoréme 1.3.8. Soit f polynome a coefficients entiers, sans facteurs carrés. Supposons
la conjecture du crible des facteurs carrés et la conjecture de Chowla vraies pour f, alors
Pestimation suivante vaut pour toute progression arithmétique A, ot € = %1 :

fv)
dra

i {V € AX) | est sans facteur carré et A\(f(v)) = e} = %A(X) + o(A(X)).

(1.22)
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En combinant cet énoncé avec les résultats cités précédemment (Théoremes et

1.3.6]), on obtient :

Corollaire 1.3.9. Soit f un polynome homogéne en deuz variables, d coefficients entiers,
sans facteurs carrés. Supposons, ou bien que deg f < 3, ou bien que f est produit de
formes linéaires, alors ’estimation suivante vaut pour toute progression arithmétique A,
ot e==%£1:

i {v € AX) | Z;](:;z est sans facteur carré et A\(f(v)) = e} = %A(X) + o(A(X)).

)

(1.23)

Démonstration. (du théoréme Notons T'(X) la fonction de comptage que 1'on veut
estimer. Observons, d’une part, que > (n) vaut 1 si n est sans facteur carré et vaut 0 sinon,
d’autre part, que 1 + eX(n) vaut 2 si A(n) = € et vaut 0 sinon. Notons aussi la relation
p2(n)A(n) = u(n). On en tire

- () (o ) 5 ) 2

VEA(X) fA fA vEA(X df.a VEA(X) df.a

Appelons S7(X) et So(X) ces deux derniéres sommes. La conjecture du crible des facteurs
carrés dit précisément que S1(X) = Cf4A(X) + 0o(A(X)), tandis que la conjecture de
Chowla affirme que, en remplacant dans la deuxiéme somme p par A on obtient une
somme 0(A(X)); il suffit donc de démontrer le lemme suivant pour conclure la preuve du
théoreme.

Lemme 1.3.10. Sous les hypothéses du théoréme, on a l’estimation

f(v) JV) V|
2 D) - #(12)) = otacoy

Comme le terme de la somme est nul si f (v)alﬁ4 est sans facteur carré, la somme a
évaluer est la somme des )\(f(v)d;h) = eoA(f(v)) quand v parcourt A(X) et f(v)d;i‘est
divisible par p? pour au moins un p (olt €9 = A(dy,4)).

Pour alléger la notation, posons

_ FOY L (IW)
F(X)_veAZ(X){)\<dM) M(‘if,«“)}.

Rappelons, que ’'on veut démontrer qu’il existe une constante c; telle que pour Z > 0
donné, on a Ve > 0, 3X, = X,(¢, Z) tel que pour X > X, on a

IF(X)] < (% +ex™.

VA
Ceci signifierait que
lim sup |F(z) <4 + €.
Xh = Z
Donc que
[F(X)| = o(X").

Pour ce faire, on sépare la somme F'(X) en trois parties. La premiére s’occupe des
nombres premiers tels que p > X, la seconde de p € [Z, X]| et la derniére des p < Z. Ici,
Z est une constante fixée, qui peut étre tres grande (et qui ne dépend pas de X).
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Pour la premiere somme, la conjecture des facteurs carrés prédit que

Yo AW Y 1=oX).

veA(X), veEA(X),
3Ip>X,p2|f(v) 3Ip>X,p2|f(v)

Pour la seconde somme, 1’estimation (1.13) donne

VEA(X),
3pe(Z,X].0%| f(v)

ou ¢ est une constante.

Pour la derniére somme, on veut traiter les “petits" p (c’est-a dire les p < Z) tels que
p? divise f (v)d;h, on remarque qu’ils sont en nombre fini (on prendra p < Z, avec Z
“grand" mais fixé) on utilise un argument différent en regroupant les v = (z,y) selon des
sous-réseaux de congruence Li; définis par = w;y mod p? (ot f(w;,1) = 0 mod p?)
et en écrivant sur ce sous-réseau v = ¢;w (pour w € Z?) et d!f(¢;(w)) = p?gpi(w). En
écrivant la conjecture de Chowla pour g, ; on obtient

Do AW =AM Y Mgpi(w)) = o(X")

VGLP,Z'(X), WGLP,Z'(X)

et, en sommant sur le nombre fini de sous-réseaux :

Yo Af) = o(x").

veA(X),
P2l f(v)

On peut préciser cela en disant que, pour € donné, on a, pour X > Xy(p, €)

Z Afv)] < exh.

vEA(X),

P2l f(v)
On peut généraliser 'argument a ¢ = p;...p, produit de premiers et obtenir que pour
X > XO(CL 6)

> AfW)| < ex™

vEA(X),
a?| f(v)

On applique cela de la fagon suivante : on note p; < pg < --- < p, les nombres premiers
< Z et, pour chaque J C [1,7] on pose q; := [[;c p;-
En appliquant le principe d’inclusion-exclusion on voit que

Yo A = =20 YT AF).

VEA(X), J#D VEA(X),
Ip<Z,p?| f(v) RIS

Z
La somme extérieure comporte environ 2%z termes. Quant aux termes de la somme
intérieure, on vient de démontrer qu’ils sont tels que

> Af() < ex™,

veEA(X),
q?]\ fv)
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pour X > Xo(p,e€).

Z
Cela permet de conclure que la somme est bornée par <2bgze> X" (ou plus simple-

_Z_
ment par ¢ X", ol € =2F=Z¢), dés que X est assez grand (c’est-a-dire pour X supérieur
a un certain X, (e, Z)).
Rappelons la notation

_ SO _ L (IW)
F(X)_veg(:x){)(dfw“) u(‘ifvf‘)}'

On a démontré qu’il existe une constante c; telle que pour Z > 0 donné, on a Ve >
0,3X, = X,(e, Z) tel que pour X > X, on a

Ceci signifie que

Donc

SO\ (O
o e R o e

Ceci acheve la preuve du lemme.
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Moyenne du signe (d’apres
Helfgott)

En 2003, Helfgott met en ligne un article dont le résultat principal est le théoreme
suivant.

On rappelle que Bg est le produit des polynomes (homogenes) associés aux places en
lesquelles la réduction de & n’est pas Iy ni Ijj. Quant a Mg, c’est le produit des polynomes
(homogenes) associés aux places de réduction multiplicative.

Théoréme 2.0.11. [I]] Soit & une surface elliptique non isotriviale sur Q. On admet les
hypothéses suivantes :
a. la conjecture du crible des facteurs carrés en version homogene est vérifiée par Be,
b. la conjecture de Chowla est vérifiée en version homogéne par M.
On a,
1. si Mg =1, alors
avg(W(&1)) €] = 1,1[;

2. si Mg # 1, alors
avg(W (&) = 0.

En particulier, dans les deux cas, W4 et W_ sont infinis.

Remarque 32. La démonstration du point [1|de ce théoréme n’est pas donnée dans I'article.
Elle nécessite I'utilisation d’un lemme de Manduchi. Nous complétons la démonstration
par le corollaire [2.5.4]

Remarque 33. Pour les surfaces qui admettent une place de réduction multiplicative, on a
également (sous les conjectures du crible des facteurs carrés et de Chowla a une variable)

avz(W(&)) = 0.

Cependant, ce n’est pas vrai pour les surfaces sans réduction multiplicative. En effet,
on a un exemple de Rizzo [37] d’une surface non isotriviale sur laquelle le signe est constant
égal & —1 sur Z.

On déduit du théoreme [2.0.11] le corollaire suivant qui est inconditionnel. 11 découle
des cas connus des conjectures de Chowla et du crible des facteurs carrés.

Corollaire 2.0.12. Soit & une surface elliptique sur Q. On admet les hypothéses sui-
vantes.
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1. Toute place wp qui n’est pas de réduction Iy ou I est telle que deg P < 6.
2. deg Mg < 3 ou bien M un produit de degré arbitraire de facteurs linéaires.
Alors W, (Q) et W_(Q) sont infinis.

2.1 Introduction

2.1.1 Motivations et idées générales

Soit E une courbe elliptique sur Q. Grice aux travaux de Wiles [52], on sait que la
fonction L(E, s) associée a cette courbe elliptique admet un prolongement analytique et
une équation fonctionnelle de la forme

%2—3)/2(2@5—2“2 — §)L(E,2—s) = W(E)J1/Es/2(27r)—5F(S)L(E,S)7

ou A% est le conducteur de E et la constante W (E) € {£1} est appelée le signe de cette
équation fonctionnelle.

Soit 74n(E/Q) ordre d’annulation de L(E,s) en s = 1. La conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer prédit que rang E/Q = rq,(E/Q) et, en particulier, 1’égalité suivante,
appelée la conjecture de parité :

W(E) = (-1 £,

Une conséquence de cette égalité est qu’il est suffisant que W(E) = —1 pour que
rang E(Q) soit non nul et en particulier que E(Q) soit infini.

Soit une surface elliptique & sur Q dont les fibres en ¢t € Q sont notées &;. On peut
s’intéresser a la variation de W (&;) quand t € Q varie.

On étudiera les ensembles W et W_ donnés par

Wi (&) ={t € Q: & est une courbe elliptique et W(&;) = £1}

Remarque 34. Une conséquence de la conjecture de parité (combinée avec la proposition
est qu’il suffit que W_ soit infini pour que la densité des points rationnels de & soit
démontrée. Si le signe varie, c’est-a-dire que ces deux ensembles soient tels que #W = oo,
alors on a aussi cette conclusion.

Si le signe est équidistribué, c’est a dire si la moyenne du signe sur un sous en-
semble infini de Z ou de Q est av(W(&;)) = 0, alors W4 sont infinis. De méme si
—1l<av(W(&)) < 1.

2.1.2 Résumé des résultats

Soit &, une surface elliptique, et f: Q — {—1,+1} une fonction (nous nous intéresse-
rons plus particulierement a celle définie par t — W (&;)).

On étudiera la moyenne du signe des fibres sur Q, une valeur qui nous renseignera
sur les cardinalités des ensembles W (&'). Celle-ci sera calculée en ordonnant les fibres en
t € Q (ou t € Z) selon la hauteur de ¢ (voir pour plus de détails) :

. Z(I,y)é[—N7N127pgcd($7y):17y¢0 fx/y)
avgf = lim .
Noeo X (ay)el~N,NJ2 pged(w.y)=1 1
Dans un premier temps, on obtiendra la décomposition pour le signe d’une fibre de &
donnée par le théoreme suivant :
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Théoréme 2.1.1. [15, Thm. 6.6].

Soit & une courbe elliptique sur Q(T'). Pourt € Q, on note t = % pour x,y des entiers
premiers entre euz.

Alors il existe

1. S un ensemble fini de places de Q contenant oo ;

2. pour chaque v € S, des fonctions g, : Q, X Q, — {—1,1} localement constantes en
dehors d’un ensemble fini de droites passant par l'origine; et

3. pour chaque p & S, des fonctions hy, : Q, x Q, — {—1,1} localement constantes
en dehors d’un ensemble fini de droites passant par l'origine telles que hy(x,y) =1
lorsque p* { Bg (x,y) ;

tels que le signe s’écrit

W (&) = A(Me(z,y)) - [ 9o(z,9) I ho(,9),
vES vgS

Dans le cas ou la surface considérée est isotriviale, il est possible que la moyenne du
signe soit —1 ou +1. Dans ces cas, toute fibre sauf un ensemble non dense est de signe +1
ou —1. Si la moyenne est +1, on ne peut rien conclure sur la densité des points rationnels a
partir de I’étude de la moyenne du signe. On obtient toutefois pour toute surface isotriviale
une formule pour la moyenne du signe (Proposition [2.5.1)).

Proposition 2.1. Soit & une surface elliptique isotriviale dont le j-invariant est différent
de 0 et 1728. Soient S [’ensemble et pour chaque v € S la fonction g, donnée par le

théoréme [2.3.3.

Alors le signe moyen sur Q s’écrit
1
P2

avg (W (&) = — o(2,y)dzdy,
o ( t) pl;[s 1_ / 9p(,y Y
ot %, = (Zyp X Lp)\(pZy % pZy).

Dans le cas non isotrivial ou & n’admet pas de place de réduction I,,, on utilise la
conjecture du crible des facteurs carrés (1.1) pour démontrer la formule suivante pour la
moyenne du signe (Proposition [2.5.2)) :

Proposition 2.2. Soit une surface elliptique qui est soit isotriviale avec j = 0 ou j = 1728
ou non isotriviale sans place de réduction I,,. Alors, sous Uhypothése que la conjecture du
crible des facteurs carrés soit vérifiée pour Be, la moyenne du signe sur Q s’écrit

1
avgW (&) = — H ﬁ/ gp(z,y)dzdy - H / hy(z,y)dzdy,

pesS — p p€5
ot S, g, et hy sont l'ensemble et les fonctions données par le théoréme[2.5.3,
De cette formule, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.2. Soit & une surface elliptique non isotriviale sans place de réduction de
type Ip,. On suppose que Bg respecte la conjecture du crible des facteurs carrés. Alors

—1 < avgW (&) < +1.
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La démonstration n’est pas explicitement donnée par Helfgott. Le résultat est tout
simplement mentionné dans un article postérieur de Conrad, Conrad et Helfgott [4]. Nous
donnons la démonstration ici.

Dans le cas ou & admet une place de réduction I,,,, la conjecture du crible des facteurs
carrés et la conjecture de Chowla permettent de démontrer que le comportement du signe
vérifie une propriété plus forte : que le signe moyen est nul sur tout sous-ensemble de Q
provenant d'un réseau de Z? (Proposition . On énonce ici plus simplement le résultat
sur Q :

Corollaire 2.1.3. Soit & une surface elliptique qui admet au moins une place de réduction
multiplicative. On fait les hypothéses suivantes :

1. Bg vérifie la conjecture du crible des facteurs carrés, et
2. Mg vérifie la conjecture de Chowla.

Alors la moyenne du signe des fibres sur Q est
avgW (&) = 0.

La plupart des résultats de [I5] dépendent de conjectures de théorie analytique des
nombres : la conjecture du crible des facteurs carrés et la conjecture de Chowla. Dans la
section [1.3] nous les présentons et donnons les énoncés inconditionnels selon ce que nous
connaissons actuellement.

De plus, nous nous intéressons aux surfaces elliptiques rationnelles pour lesquelles les
résultats sont inconditionnels dans la section [£.3.1] de cette theése.

Un article antérieur de Manduchi [27] étudie de méme le signe de I’équation fonction-
nelle des fibres d’une surface elliptique (sans toutefois calculer leur moyenne). Dans la
section nous expliquons les avancées de Helfgott par rapport a ce travail.

2.2 Notions préliminaires

2.2.1 Moyennes d’une fonction

Nous allons calculer la moyenne de fonctions sur les entiers, les progressions arithmé-
tiques, les sous-ensembles de Z? et les rationnels. Pour ce faire, nous allons ordonner Z?
et Q en terme de hauteur. Plus précisément, nous procéderons de la fagon suivante.

Soit f : Z — C et une progression arithmétique a + mZ. On définit la moyenne de f

sur a + mZ par
, 1
@apmzf = lim ~—— > f(n).

—oo N
o0 /TTL 1<n<N;n=a mod m

En particulier, la moyenne de f sur Z est définie ainsi

‘ Zne[_N7N] f(n)

Soit une fonction f : Z2 — C, un réseau a + L C Z? et un secteur S C R?, c’est-a-dire
une composante connexe d'un ensemble de la forme R?\.Z ot .Z est un ensemble fini de
droites passant par l'origine. On définit

Y (ey)esn(a+n)n-N,N)2 (@5 y)

avsn(e+r)f = lim
N(a+L) N—o00 Z(Ly)eSﬁ(aJrL)ﬂ[*N:N]g 1
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On peut voir Q comme le sous-ensemble des paires (z,y) € Z? pour lesquelles z et
y > 0 sont premiers entre eux. Aussi, pour une fonction f: Q — Z, un réseau a + L C Z?
et un secteur S C R?, on définit

Z(x,y)ESﬁ(a—i-L)ﬁ[—N,N]Q,pgcd(x,y):1,y7£0 f(xa y)

avQ,sn(atr)f = lim
Q,SN(a+L) N—o0 (x7y)esm(a+L)ﬂ[—N,N]2;pgcd(oc,y)=11

En particulier, on a

CLUQf — lim Z(x,y)e[—N,N]Q,pgcd(x,y):l,yyéo f(x, y) ‘
N—oo Z(x7y)e[_N7N]27ngd(x7y):1 1

Remarque 35. Comme on prend z et y parmi [—N, N|, chaque valeur de ¢ € Q est obtenue
exactement deux fois. Toutefois, cela n’a pas d’importance car le diviseur comptabilise
également deux fois chaque t. La moyenne est donc inchangée.

Remarque 36. Dans le cas ou ces limites n’existent pas, on les remplace par liminf ou
lim sup.

Remarque 37. Dans les moyennes précédentes, les fonctions f peuvent ne pas étre définies
pour un nombre fini de valeurs. La moyenne n’en sera pas changée.

2.2.2 Signe local d’une fibre selon le type de réduction

Soit E une courbe elliptique. Le signe de E peut s’exprimer comme un produit de
facteurs locaux

w(B) = [ W(E). (2.1)

p<oo

ou p parcourt les nombres premiers rationnels et 'infini, W), (E) € {£1} et W,(E) = +1
pour tout p sauf un nombre fini. Le signe local W,(E) en p de E est défini en terme
des facteurs epsilon de représentations de Weil-Deligne de Q, (voir [6] et [49] pour une
définition de ces facteurs locaux). Les travaux de Rohrlich donnent une formule pour le
signe local en p # 2,3 en terme du type de réduction en p d’une courbe elliptique.

Proposition 2.2.1. [38] Soit p un nombre premier de Q différent de 2 et 3. Soit E une
courbe elliptique sur Q que l'on écrit sous forme de Weierstrass

E: y2 =3 — 27cqx — bdcg.
Alors le signe local en p est

1 st la réduction de E en p est de type Iy;

(—=1/p) si la réduction est de type 11, 11*, I}, ou Ij;
Wy(E) = ¢ (=2/p) si la réduction est de type 11 ou IIT*;

(—=3/p) si la réduction est de type IV ou IV*;
—(—cg/p) sila réduction est de type Ip,;

Pour p = 2,3, on se réfere aux tableaux d’Halberstadt [I3] ou de Rizzo [37]. De plus,
on a toujours W (E) = —1.
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2.2.3 Places de réduction génériques d’une surface elliptique

Soit une surface elliptique & sur Q et soit A(T') € Z[T] son discriminant. Nous allons
décrire la réduction de & en wp une place de Q[T associée & un polynome irréductible
unitaire P(T") € Z[T] par un symbole de Kodaira.

Soit (m,n) € Z x Z* des entiers premiers entre eux pour lesquels on pose ¢t = ™. Soit
k le plus petit entier tel que 12k > deg A(T'), comme dans la section Une fibre &;
en ¢ non singuliere est isomorphe a la courbe

Emm  y° = 2% — 2T eq(m/n)x — 54nFcs(m/n),

de discriminant A,,, = n'?*A(m/n). On note P(m,n) = ndePP(m/n), et P(X,Y) €
Z[X,Y] le polynéme homogene obtenu de cette fagon.

On a que

— la réduction de & en P(X,Y) est de type I, si et seulement si P(X,Y) | A(X,Y),
P(X,Y)tca(X,Y) et m =ordy,,A(X,Y) = —ordy,j(X,Y);

— de type I}, siet seulement si P(X,Y) | A(X,Y), P(X,Y) | ca(X,Y), —ordy,j =m
et ordy, , A(X,Y) =m+6;

— de type I si et seulement si P(X,Y) | ca(X,Y), ordy,, A(X,Y) = 2;

— de type IIT si et seulement si P(X,Y) | cx(X,Y), ordy,, A(X,Y) = 3;

— de type IV si et seulement si P(X,Y) | ca(X,Y), ord,,, A(X,Y) =4;

— de type I} si et seulement si P(X,Y) | c4(X,Y), ordy,, A(X,Y) =6;

— de type IV* si et seulement si P(X,Y) | ca(X,Y), ordy, A(X,Y) =8;

— de type III* si et seulement si P(X,Y) | ca(X,Y), ordy, A(X,Y) =9;

— de type IT* si et seulement si P(X,Y) | ca(X,Y), ordy,,A(X,Y) = 10;

— de type Ip si P(X,Y) 1 A(X,Y).

Pour alléger les notations, on utilisera la convention suivante.

On note @%4(&) 'ensemble des places de réduction de type 11 et 1%, o73(&’) 'ensemble
des places de type III et II1T*, <7)(&) celui des places de type IV et IV*, .#4* celui des
places de type I,. L’ensemble de toutes les places additives sera noté <7 (&).

On définit .# (&), comme 'ensemble des places v de Q(7") pour lesquelles la réduction
de & en v est de type I,.

On définira aussi (&), 'ensemble des places v de Q(T') pour lesquelles la réduction
de & en v n’est ni de type Iy, ni de type [j. Finalement, on définit %'(&’), 'ensemble des
places qui ne sont pas de type Iy, autrement dit les places de mauvaise réduction.

Remarquons que

M(E)C B(E) C B (E).

On définit les polynémes homogenes

Mg (x,y) = H Py(z,y)
vEMe

et
Bg(il?,y) = H Pv(a:,y)
vERB g
Avec ces définitions, on a que Mg(z,y) divise Bg(z,y) (qui divise A(x,y)).
On fera souvent un abus de notation en omettant de préciser la surface si celle-ci est
évidente.
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2.2.4 Surfaces elliptiques

On peut classifier les surfaces elliptiques en quatre catégories, pour lesquelles le com-
portement de la fonction signe sera sensiblement différent.

A. La surface & considérée est une surface isotriviale dont la fonction du j-invariant est
constante, égale a un rationnel qui n’est ni 0 ni 1728. Autrement dit, la surface est une
famille de twists d’une courbe elliptique de forme générale, c’est-a-dire qu’il existe une
fonction f(T) € Z[T] et a,b € Z* tels que & est décrite par ’équation de Weierstrass

f(T)y? = 2° + ax +b.

Dans ce cas, les places génériques sont uniquement de réduction Iy ou Ijj.
La variation du signe de ces surfaces est plus amplement étudié dans la section [3.1]
B. La surface & est isotriviale d’invariant j = 0 ou 1728.
(a) Sila fonction j-invariant est 1728, il existe f(7T') € Z[T] telle que E est décrite
par I'équation
v =23+ f(T)x.
Une place générique sur une surface de cette forme peut étre de type Iy, Ij, 11,
1I*, IV ou IV*.
(b) Si la fonction j-invariant égale 0, il existe f(T) € Z[T] tel que & est décrite par
I’équation
y* =2’ + f(T).

Une place générique sur une surface de cette forme peut étre de type Iy, I, 111
ou IIT*.

Nous étudierons ces surfaces dans la section 3.2, et dans les sections [£.2.4] et [£.23]
lorsque la surface considérée est rationnelle et F(T) est d’une certaine forme.

C. La surface n’est pas isotriviale et n’admet pas de réduction de type I,,.
Dans ce cas, par le fait que la fonction j-invariant a un pdle (car elle est non constante),

la surface admet une place de réduction I},. Cette place est éventuellement a I'infini.

D. La surface admet au moins une place de type I,.

2.2.5 Symboles quadratiques

Soit p # 2 un nombre premier. On se rappelle que le symbole de Legendre, noté (;),

est tel que

n
() =14 n= carré mod p.
p
Soit N un nombre impair et N = plfl pk

Le symbole de Jacobi, également noté (), est défini par :

()-1G)-

i

7 sa décomposition en facteurs irréductibles.

Dans cette section, on considére une variante du symbole de Jacobi.
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Notation 3. Pour un polynéme a € Q(T)*, nous noterons a(z,y) := y%9(@a(t) ot t = o
représenté par z,y € Z premiers entre eux.

De plus, pour un entier N et un nombre premier p, on notera N, lentier tel que
N = p*™INg,.

Pour § entier et a,b € Q(T)*, la fonction (alb)s : Q — {—1,1} est définie par

(alb)s(t) =[] (a(x’p%)%(m,y))?
pr26

pour z,y € Z premiers entre eux tels que t = %, ol (5) est le symbole de Legendre.

Cette fonction respecte les propriétés suivantes.

(a) (ablc)s(t) = (alc)s(t) - (blc)s(t), car le symbole (5> est multiplicatif;

(b) (albe)s(t) = (alb)s(t) - (alc)s(t), par définition.

(c) (alb)s(t) = (a+ befb)s(t), car () = (a;#) pour tout a # p, x € Z.

(d) Pour b fixé, a +— (a|b)s(t) est un produit fini de fonctions localement constantes pour
la topologie p-adique.

(e) Si 01|02 (resp. d2|01) et a,b# 0, on a

(@Dsy(®) _ (M)w(m»

p

)
p premier,
p|289,pt281

pour (z,y) tels que pged(x,y)|d1 (resp. pged(x,y)|d2). De plus, cette fonction est un
produit fini de fonctions localement constantes pour la topologie p-adique.

(f) Pour a,b € Q constants, on a

(alb)s _ H (a(p)’b(p)>*1’

(bla)s 55 P

ou (%b) est le symbole de Hilbert quadratique. C’est un produit fini de fonctions
localement constantes car les symboles de Hilbert ne dépendent que de a et b modulo
Qf,. Une introduction aux symboles de Hilbert est donnée dans [43, Chap. III].

2.2.6 Réseaux
Définition 17. On définit un réseau .4 comme le sous-ensemble de Z?
A= {(az + by, cx + dz) | (z,y) € Z*},
oi1 I'on suppose ad—bc # 0. On peut aussi écrire A = ¢(Z2) avec ¢(m,n) = (am-+bn, cm+

dn).
Le translaté par a € Z? d’'un réseau A, est I’ensemble

T = {(m,n) | ((m,n) —a) € A)}.

Les lemmes élémentaires suivants, énoncés dans [I5], sont utilisés dans la démonstration
des propositions [2.5.1] [2.5.2] et [2.5.6]




2.3. UNE FORMULE POUR LE SIGNE GLOBAL 65

Lemme 2.2.2. Soient a1 + L1, as + Lo, ag + L3, ..., ap + L des translatés de réseaux
de 7% d’indices |72 : L] = i, (72, Ls) = P52, (72 : L3] = pse, ..., (7% : Ly] = it (ol p1,
D2, D3, ---, Pk sSont des nombres premiers distincts), alors l'intersection
M (a5 +Ly)
1<j<k

est un réseau a + L d’indice [Z? : L] = <k pjj,
Lemme 2.2.3. Soit un réseau a + L C 72 et un secteur S C R2. On a

y Sn(a+L)N[-B,BP*| 1 i |SN[-B,B)?|
B (2B)? T[22 1] 85 (2B)?

2.3 Une formule pour le signe global

2.3.1 Monodromie des fibres selon le type de réduction des places gé-
nériques

Soit & une surface elliptique de discriminant A(T") décrite par I’équation de Weiers-
trass
Y%= X3 —27¢4(T)X — 54cg(T).

Pour une place générique décrite par un polynéme P(T') € Z[T], on se demande quel
est le type de réduction de la fibre &, de & ent = £ € Q en un nombre premier p | P(z,y).

Pour ce faire, nous analyserons les valuations p-adique du discriminant et des coeffi-
cients c4(t) et cg(t) de la fibre.

Nous supposerons que p vérifie les propriétés suivantes :

1. p#£2,3;

2. les numérateurs et les dénominateurs, (do,d1), (de2,ds) et (d4,ds), des contenus des
polynomes c4(T'), cg(T) et A(T') ne sont pas divisibles par p;

3. si p | P(z,y), alors pour tout P’ # P de mauvaise réduction, on a p { P'(z,y).

Autrement dit, p{ [Ig ocn Res(Q, Q).

Notons que presque tous les nombres premiers vérifie 1, 2 et 3. Il n’y a qu’un nombre fini
d’exceptions, et que ce sont les nombres premiers qui divisent ’entier

§=2-3-dy...d5s [[ Res(Q.Q).
Q.Q %

Le signe local en p dépend des valeurs de vy (ca(x,y)), vp(ce(x,y)) et vp(A(z,y)) tel que
vu dans la classification des fibres singulieres de Néron-Kodaira, en section Lorsque
p respecte les propriétés (1) a (3), ces valuations sont égales a

vp(ca(,y)) = wp(ca(T)) - vp(P(z,y)),
vp(cs(z,y)) = wp(cs(T)) - vp(P(z,y))
up(A(2,y)) = wp(A(T)) - vp(P(2,9)),

ou wp dénote la place générique associée a P. Le type de réduction en p ne dépendra que
de la valuation p-adique de P(z,y).
Ce raisonnement permet de déduire le lemme suivant :
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Type de & n=uv,(P(z,y)) Typede &; | Typede & n=uv,(P(z,y)) Typede &

en P(T) en p en P(T) en p
0 mod 2 Lo

I M>1 Iy I w
m m m 1 mod 2 I o

0 mod 6 Iy 0 mod 6 Iy

1 mod 6 11 1 mod 6 I+
2 mod 6 v . 2 mod 6 A%

i 3 mod 6 I i 3 mod 6 I

4 mod 6 % 4 mod 6 v

5 mod 6 Ir* 5 mod 6 11

0 mod 2 Iy 0 mod 4 Iy
1 mod 4 11T . 1 mod 4 I11r=

L 2 mod 4 I HI 2 mod 4 I

3 mod 4 117 3 mod 4 1171

0 mod 3 Iy 0 mod 3 Iy
1V 1 mod 3 1V v 1 mod 3 v

2 mod 3 A% 2 mod 3 v

0 mod 2 Iy
x >
To 1 mod 2 I To n=0 To

TABLE 2.1 — Récapitulatif du lemme

Lemme 2.3.1. Soit &1, une surface elliptique, et p, un nombre premier qui ne divise pas
d. Soit P le polynome associé a une place générique de &p. Soit (x,y) des entiers premiers
entre euz tel que P(x,y) soit divisible par p. On pose t = x/y et n = v,(P(z,y)).

Alors les assertions suivantes sont vérifiées :

1. Si & est de type I, en P, alors & est de type Iy, en p.
Y

2. 8i & est de type I, en P, alors &= est de type Iy, en p sin est pair, et de type I},
Y
st n est impair.

3. Si & est de type I en P, alors &= est de type Iy, 11, IV, I5, IV*, II* en p si

n=0,1,2,3,4,5 mod 6 respectivenzent.

4. St & est de type II* en P, alors é"% est de type Io, 11*, IV*, I5, IV, II en p si

n=0,1,2,3,4,5 mod 6 respectivement.
5. Si & est de type 111 en P, alors &=
Yy

mod 4 respectivement.

6. Si& est de type IIT* en P, alors &=
Y

mod 4 respectivement.

7. Si & est de type IV en P, alors &= est de type Iy, IV, IV* enp sin=0,1,2 mod 3
Y
respectivement.

8. Si & est de type IV* en P, alors &= est de type Iy, IV*, IV en p sin = 0,1,2
Y
mod 3 respectivement.

est de type Iy, 111, I, II1T* enp sin=0,1,2,3

est de type Iy, I11*, I, I1I enp sin=0,1,2,3

Démonstration. Ceci se déduit directement de l'algorithme de Tate [48] que nous avons
présenté dans la section [1.2.4]

O]
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Type Forme de Forme de he s p(x,y)

9¢.5.P(7,Y)
T 1 1
I (=1[P(z,y))s 1
— P =2,4 do6
II, II* (—1|P($,y))5 1—[ ( 3/p) Up( ($7y)) ’ mo
plé +1 sinon.
p2|P(z,y)
-1 P =2 d4
11 11| (=2|P(y)s [ (P ey =2 e
pfé +1 sinon.
p2|P(x,y)
-3 P(z,y)) =2,3,4 do6
IV, IV* (—3|P({L’,y))5 H ( /p) Up( (:E y)) mo
plo +1 sinon.
p2|P(x,y)
I; (~11P(, )5 [T (- (F2w)ymres)-!
plé 8
p2|P(z,y)
I, TT,s (—1)2(P@y) I (= (2290 ) yop(Pay)-1
(TTys (1) ) I (=B ))
p2|P(x,y)
'(_CG(xv y)|P(l‘7 y))
TABLE 2.2 — Contribution d’une place au signe selon le type de réduction

2.3.2 Décomposition du signe selon les places génériques
Théoréme 2.3.2. Soit & une surface elliptique sur Q. Pourt € Q, on notet =% o z,y

Y
sont des entiers premiers entre eux.

Alors, il existe un entier § et pour chaque P, facteur irréductible primitif de A des
fonctions ge 5 p et hesp décrites par le tableau telles que le signe s’écrit

W (&) = MMg(z,y) - [TWp(&) - 1] 9650 (@ 9) - [] hesp(z,y).
Dl PlA Pla

Démonstration. Soit & une surface elliptique d’équation
&y = a3 — 2Tcy(T)x — Hdeg(T),

et soit A(T") son discriminant.

Soit (m,n) € Z x Z=° des entiers premiers entre eux tels que t = 7. Soit k le plus
petit entier tel que 12k > deg A(T'). Une fibre &; en ¢ qui est non singuliére est isomorphe
a la courbe

Emm Y2 = 2® — 2Ty (m/n)x — 54n%Fcg(m/n),

qui est de discriminant A, , = n'?*A(m/n).
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On a donc
W(éat) = W(gm,n)
= H Wp(éam,n)
{p}u{cc}
== H Wp(‘g)m,n)
PlAgy,
On écrit

cy(m/n) = H P, m/n)ordwc4

Pw lca

cg(m/n) = H P, m/n)ordw(cﬁ)

Pw|06

A(m/n) = H P,y (m/n)ordw (4
P |A
avec dy, ..., ds € Z et ou w est la place associée au polynoéme P,,.
Comme on I’a vu en section il faut traiter différemment les signes locaux en 2,
en 3, en d; pour ¢ = 0,...,5 et en p qui peuvent diviser P, et P, en méme temps, en
d’autres termes les p qui divisent

11 Res(P,, P,).

w,w! €EB! |lw#w!

Pour les autres p, le comportement du type de réduction des fibres est décrit par le lemme
231
On pose

§=2-3-dy-dy-dy-ds-dy-ds [] Res(Pu,Puy,)-

wi,w2|A

Le signe s’écrit

—1IWe®) 11 Wersp, (=),

p|o Py|A
ou
Wesp,(xy)= [ Wp(&(z/y)).
P16:p| Pu (z,y)

Pour chaque P,,, on cherchera par la suite a établir la séparation suivante

9&.5.P, (T, Y)he 5P, (2,Y) si la réduction de P, n’est pas de type Iy,

Wy x,y) =
€62 () {)\(Pw(:):, Y))9s.5,P, (T, y)he 5P, (x,y)  silaréduction de P, est de type I,

ou g¢s.p, et he s p, sont les fonctions décrites par le tableau

Selon la réduction de &(z/y) en p tel que ptd et p|Py,(z,y), on aura une formule pour
We s.p, (€(x,y)) qui nous permettra de trouver gg s p, et hesp, .

Cas 1 : Supposons que la réduction est de type Iy en P,,. Alors, comme on I’a vu dans
la section la réduction est également de type .
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Dans ce cas,
Wesw(zy)= I Wel&(/y) =1,
pio;p| Pu (z,y)
pour tout t = x/y € Q ol z,y € Z premier entre eux.
Cas 2 : Supposons que la réduction est de type I . Alors le type de réduction en p
dépendra de la parité de v, (Py(z,y)).
Nous avons la formule

1 vy ( Py (2, air (et non nul) (type I,),
Wosno) = I { p(Pu(@,y)) pair ( ) (type L)

P1,p| Pos (z,y) (=1/p) ”p(Pw(x73/)) impair (type I3);

= H (_l/p)vP(Pw(xvy))

p16,p| Pw (2,y)
- (—1|Pw($, y)>57
pour tout z,y € Z premier entre eux.
Cas 3 : Supposons que la réduction est de type I ou II*, alors le type de réduction

en p dépendra de v,(Py(z,y)) mod 6.
Nous avons la formule

(—=1/p) vp(Pw(z,y)) =1,5 mod 6 (type I1 ou I1%),
(=3/p) vp(Pu(z,y)) =2,4 mod 6 (type IV ou IV*),
Wesw(x,y) =
&.5w(T,Y) p&pg(%y) (—1/p) vp(Pw(z,y)) =3 mod 6 (type I§)
1 Up(Pu(z,y)) =0 mod 6 (type Io);
= (=1|Py(x,9))s (=3/p).

plo;vp(Puw(z,y))=2,4 mod 6

Cas 4 : Supposons que la réduction est de type 111 ou I11*, alors le type de réduction
en p dépendra de v,(Py(z,y)) mod 4.
En terme de formule, on a

(—2/p) vp(Pu(z,y)) =1,3 mod 4 (type III ou III*),
Wesw(zy) = ][] (=1/p) vp(Pu(z,y)) =2 mod 4 (type I5),
plo.plPu(z,y) | 1 vp(Py(z,y)) =0 mod 6 (type Ip)

= (—2|Pu(2,9))s 11 (—=1/p).

pté;vp(Puw(z,y))=2 mod 4

Cas 5 : Supposons que la réduction est de type IV ou IV*, alors le type de réduction
en p dépendra de v,(Py(z,y)) mod 3.
En terme de formule, on a

We s.w(x,y) =

H (=3/p) vp(Pu(z,y)) =1,2 mod 3 (type IV ou IV*),
() UL Up(Py(z,y)) =0 mod 3 (type Io)

P|6,p| Puw
= (=3|Py(2,y)) 11 (—1/p)
p|6,vp (P (,y9))=2,3,4 mod 6

Cas 6 : Supposons que la réduction est de type I;. Alors le type de réduction en p dépendra
de la parité de A.



70 2. MOYENNE DU SIGNE (D’APRES HELFGOTT)

En terme de formule, on a

W= 1 - (F22) 4 (Py (2, )) pair (type L),
- p|9,p| Pw(x,y) (_l/p) Up<Pw(x7 y)) impair (type I;kn) )

= (P y))s- I (- (W’y)@)%(m(zy»_y
(z,y)

Po;p?| P p

Cas 7 : Supposons que la réduction est multiplicative, alors par un argument similaire,
la réduction en p sera également de type multiplicatif.
En terme de formule, nous avons

Weswle)= I (- <—6<ff@/><>>)
(z.y)

P16,/ P p

'UpP’w$, 'UprI, -1
_ H _(_66(1,’3/)(17)) (Pw (w,y)) H _(_66(%1/)(1))) (Pw(z,y))
PIS.p|Pus () p PIOP? | Pur(a.y) p
= I (1P (—cg(z,y)|Pu(z,y))s
P1t6,p| Puw (2,y)

vp(Pw(x,y))—1
H B <—CG(.’IJ,y)(p)> »(Pw(2,y))

Pl6,p2| P (2,y) p

=\(Py () (TT (=) Pe9D)) - (=g, )| P, 9))s

p|d

n - (—ce(x,y)(p)>Up(Pw(x’y))_l

PIOP2| P (,) P

pour tout z,y € Z premier entre eux.
Cela nous donne donc bien la décomposition prédite par le théoreme.

2.3.3 Propriétés des fonctions apparaissant dans le théoreme [2.3.2

Théoréme 2.3.3. (Thm. 6.6 [15]).

Soit & une courbe elliptique sur Q(T'). Pourt € Q, on note t = % pour x,y des entiers
premiers entre euz.

Alors il existe
1. S un ensemble fini de places de Q ;

2. pour chaque v € S, des fonctions g, : Q, x Q, — {—1,1} localement constantes en
dehors d’un ensemble fini de droites passant par 'origine; et

3. pour chaque p ¢ S, des fonctions hy, : Qp x Q, — {—1,1} localement constantes
en dehors d’un ensemble fini de droites passant par l'origine telles que hy(x,y) =1
lorsque p?  Be(w,y) ;

tels que le signe s’écrit

W (&) = A Mg (z,y)) - ] 9o, 9) [T hp(=,v),
veS pES
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Remarque 38. Plus précisément, on a

W(&) = AMe(z,y) - [[go(z,y) I hola,y).

vES p?|Be(z,y);pES

Remarque 39. 11 faut faire attention a ne pas confondre les fonctions g, et h, de ce théoréme
avec les fonctions ge 5 p et he s p du théoréme m En effet, bien que les premieres soient
définies a partir des autres, ces fonctions ne sont pas du tout les mémes comme on le verra
dans la démonstration qui suit.

Remarque 40. On écrira dorénavant « fonction presque partout localement constante »
plutét que « fonction presque partout localement constante en dehors d’un ensemble fini
de droites passant par ’origine ».

Démonstration. Pour démontrer le théoréme, on va décomposer les fonctions gg s p et
he s p du tableau en produit de fonctions presque partout localement constantes, et
les réordonner d’une fagon adéquate.

G) Etudions 9e.5,p(T,y).

1. Si P € 4/, alors on a ge 5 p(x,y) = ( )5 avec

ep
P(z,y)
—1 P estdetype II, II*, I}, ou I
ep=19—2 Pestdetypelll oulll*
—3 P est de type IV ou IV*.

Donc, chaque gg¢ s p(z,y) dépend uniquement du reste de P(x,y) modulo (respecti-
vement) 4, 8 ou 3.

Plz,y)
[2:34) est un produit fini de fonctions localement constantes. Autrement dit, il existe

Sp un ensemble fini de nombres premiers tel que gesp(z,y) = [les, 9P0(T,Y),
pour des fonctions gp,(x,y) presque partout localement constantes.

2. SiP e . #, alorsona ggsp(x,y) = (M)é, qui comme on le verra dans la section

H) Etudions he s p(x,y). Soit p un nombre premier qui ne divise pas 0. Par choix de
4, on a que p ne peut diviser qu’un seul P € £ a la fois.

Si P est de type Ip ou I, on a he s p = +1 une fonction constante.

On pose pour P € b,

hpp(z,y) = {(—3/P) vp(P(x,y) =2,4 mod 6

+1 sinon,
pour P € o,
hpp(z,y) = {3__11/10) :frfi,l;y) =92 1mod 4
pour P € 4y,

(=3/p) wvp(z,y) =2,3,4 mod 6

+1 sinon,

h‘Rp(x’y) = {

et pour P de type I}, ou Ip,,

—Cﬁ(w,y) v T —
hP,p($7y) = (_ (ﬂ)) p(P(z,9)) 1_



72 2. MOYENNE DU SIGNE (D’APRES HELFGOTT)

On pose S = Upc_ySp.
Pour tout v € S une fonction g,(z,y) qui sera telle que

Wa(@,y) M peanuavas (Pag)) e (pag) Ilpe.a 9p2(x.y) siv=2;

gu(z,y) = Wa(z,y) HPE:Q@ (P(_z?y)) [pe.sgps(z,y) siv=3;
Wp(z,y) Il pe.s gpo(z,y) siv]d;
HPG/// gP,v(wv ) HP@% hpw sinon.

Chacune de ces fonctions sont des produits de fonction presque partout localement constantes.
Pour p € S, on pose hy(z,y) = [Ipesn hrp(x,y). Pour chaque (z,y), il y a au plus
un seul des hp,(x,y) qui est différent de +1. De plus, ces hp), sont des fonctions presque
partout localement constantes pour la topologie p-adique. De plus, on a bien ’égalité
hy(z,y) = +1 lorsque p? { Bg(z,v).
O

2.3.4 Constance locale

Cette section sert a justifier que les fonctions ge 5 p du tableau @ sont des produits
finis de fonctions presque partout localement constantes.

Proposition 2.3.4. Soit w une place de Q(T') et P, son polynéme associé. Soit f € Q(T")
non nul qui n’est pas divisible par P,. Soit §g un entier non nul.

Alors, pour tout x,y € 7 tels que pgcd(x,y)|do, on peut écrire (f|Py) comme un produit
fini de fonctions a valeurs dans {—1,1} presque partout localement constantes.

Démonstration. On écrit f en produit de facteurs irréductibles
f =c- H P;]U,(f )’
w'(f)#0
ou ¢ € Q*. On écrit ¢ = 2—(1) pour des entiers ¢y, c1. Posons
d=cy-cy-0p- H Res(Py, Pyy).
w'(f)#0

Par les propriétés du symbole (+|-), on a

(fIPw)s = (col Pu)s - (c1lPu)st IT  (PulPu)s:

w’(f) impair

Par hypothése sur f, on a bien que chaque P, est différent de P,.

On utilise le lemme (qui suivra) pour démontrer que (co|Py) et (c1]|Py) sont des
produits finis de fonctions presque partout localement constantes. Par ce méme lemme,
on sait que chaque facteur (Py/|P,)s est de la forme

hy (z,y)(x|y)s, sideg(w') et deg(w) sont tous deux impairs;
(Pw’|Pw)6 = .
ho (z,y) sinon,

ou h,y est un produit de fonctions presque partout localement constantes a valeurs dans

{~1,1}.
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Pour démontrer que (f|P,) est un produit fini de fonctions presque partout localement
constantes, nous devons démontrer qu’il y a un nombre pair de w’ places de Q(T) telles
que deg(w') est impair. Cela est vrai par la formule du produit qui dit que

S w!(f)deg(u') = 0.

w'€EBeg

Il reste & montrer que ((J;H o ))50 est un produit fini de fonctions presque partout locale-

ment constantes. Pour cela on remarque que

)

1Puw)s _ I (f(x,y))”p(Pw(W)
(f | Pw)(S p premier,pt2d¢,p|28 p

qui est bien un produit fini de fonctions a valeurs dans {—1, 1}, presque partout localement
constantes pour une topologie p-adique.
O

Lemme 2.3.5. Soit f,g € Q[z,y| des polynémes homogénes premiers entre euz. Soit §
un entier divisible par Res(f,g), le résultant de f et g, et oy qui divise §. Alors il existe
une fonction h : Z x Z — {—1,1} produit fini de fonctions presque partout localement
constantes telle que

(f(z,9)|g(x,v))s, = h(z, y)(x|y)(degf)(degg)

pour tout x,y € 7Z dont le pged divise § et x/y en dehors d’un sous ensemble fini de P1(Q).

Démonstration. On peut supposer que z, y, f(z,y) et g(x,y) sont non nuls, car ces cas
n’arrivent que pour une quantité finie de valeurs de %

Etape 0. Si ¢ est un entier non nul, (fle) est bien un produit fini de fonctions presque
partout localement constantes par la propriété @ De méme pour (c|g), si on utilise la
propriété [f pour se ramener au cas précédent.

Etape 1. On suppose que ¢ = cx pour ¢ entier non nul et que f est irréductible. Alors

ly 4+ agylex)s

fle)s - (ary®|z)s, par (b) et (c)
fle)s - (axla)s - (ylo)k), par (a)
fle)s - (arle)s - TT (25 )I!ﬁwmxm par () et (f)

pld,p=c0

(f(z,y)lg(z,v))s =

p

Etape 2. On suppose f et g irréductible, sinon on utilise les propriétés multiplicatives
du symbole, [a] et [b] pour se ramener a un produit de termes dont chacun serait un produit
fini de fonctions presque partout localement constante. On suppose également que f, g # cx
pour un c entier et que deg(f) > deg(g), sinon on se ramene a 1’étape 1 ou on utilise la
propriété [f

On écrit f = apx® + ... + apy® et g = box! + byz! "ty + ... + b_1zy!T + by, Alors,
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(f(x7 y)\g(w, y))é

= T] (f(z,9)/p)» 9D (f(2,9)|9(z, y))pos par (e)
plbo

= 11 (f(@.9)/p) =) (bo|g (2, y))bes (bo f (2, ) 9(2, ) oo, par (a)
plbo

=TT (f(z,y) /)9 =) (bo|g(2, y))bos (bo f (2, ) — aog(x, y) =" g(z,y))nes, par (c)
plbo

pour tout (z,y) € Z2 tel que pged(z,y) | § et bof(z,y) — aog(x,y)z*~t # 0.

Remarquons que, par construction, le coefficient de z*¥ dans bg f (z, y) —aog(x, y)x
nul. Par conséquent, by f(z,y) —aog(z,y)x* ! est un multiple de y. La combinaison linéaire
bof(z,y) — apg(z,y)z* " ne peut pas étre le polynéme constant nul car les polynomes f
et g sont premiers entre eux par hypothese. Il s’agit soit d’un polynéme réductible, soit
du produit de y par une constante non nulle.

Dans le premier cas, on utilise les propriétés de multiplicativité pour pouvoir utiliser
a nouveau ’étape 2 sur les nouveaux termes obtenus. Dans le second, une application de
la propriété (f) nous fait revenir au cas ou f est irréductible et g = cy, qui est traité par
I’étape 1.

Comme le degré de f et de g est fini, on utilise un nombre fini de ces étapes pour
obtenir un produit fini de fonctions presque partout localement constantes.

k=l egt

O]

2.4 Signe moyen sur une progression arithmétique

2.4.1 Surfaces isotriviales avec j(7') # 0,1728

Proposition 2.4.1. ([I5, Prop. 7.1.])
Soit A une progression arithmétique que l’on écrit

A=a+mZ,

pour a,m € 7.
Soit S un ensemble fini de places de Q et pour toutv € S, g, : Q, — C des fonctions
bornées presque partout localement constantes. Alors la moyenne sur A du produit des g,

s’éerit
ava H gv = Cco * H / gp
veS peS\{oo}
ot
Ap = a+miy

et ot, st 00 € S, alors coo =1, ou si 00 € S, alors coo est la valeur que prend goo(x) pour
tout x positif assez grand.

Remarque 41. Soit & une surface elliptique isotriviale qui est une famille de twists qua-
dratiques. La proposition précédente implique que la moyenne du signe des fibres sur une
progression arithmétique A s’écrit

ava [ gv(n) H/ gp(@

veS peS
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ou S et g, sont I'ensemble et les fonctions donnés par le théoreme
Quand A = Z, on aura comme conclusion

avy, H gp(n) = — H /Z gp(x)dz,

vES peES

Démonstration. Par le changement de variable x = a + ma’, on peut se ramener au cas
A=17.

Soit p € S et posons S, C Z, I'ensemble fini des points oli g, n’est pas localement
constante.

On couvre S}, de boules ouvertes arbitrairement petites : pour un a € Z, point singulier
de gp, on définit U, = a + kap pour un certain £ > 0. On les prend telles que X, leur
union, est de mesure inférieure a ﬁ pour un € < 0 choisi.

On pose R, = Zp\X,.

Pour démontrer I’égalité de la proposition, nous allons nous intéresser a la somme

Z H 9p(En).

n€eZ peS

In|<B
Les deux premiers termes que nous considérerons correspondront & ce qui se passe autour
des points ou les fonctions g, ne sont pas localement constantes. On montrera que ces
termes sont de moyenne négligeable. Le dernier terme étudiera le comportement de la
somme sur les autres points et ce sera lui qui aura la forme du produit d’intégrale dont il
est question dans le théoréme.

1) Comparons les valeurs de

T= H /Zp gp(x)dz et de P=- H /Rp gp(x)dz.

peS

Puisque g, est une fonction bornée, on a

T - P| < \Srﬁmgx [T 90(2) = O(e). (2.2)
peES

Ceci démontre qu’il est équivalent d’étudier lim._,q P pour obtenir la valeur de T.

2) Pour étudier la moyenne sur U'intersection des R, on proceéde par deux étapes.
a) On étudie la moyenne sur U, une des boules qui composent X,. On a dit précé-
demment que U, = a +kap pour a € Z et k > 0. Sur cette boule,

|3 Mom|=[ > Taemj<c > 1

|n|<BwveS In|<B veS In|<B
neUp n=a mod pF n=a mod pF
On a de plus
N
1< +1=N (U +1, (2.3)
In|B
nelp

ou v, est la mesure sur Zj,.
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b) Soit ¢, I'inclusion de Z dans Z,. Soit de plus I'ensemble Z = {n € Z : Vp € S
tp(n) € R,}. Remarquons que n ¢ Z si et seulement si il existe p € S tel que ¢p(n) € X,,.
Parce que X, est I'union des ouverts U, et par I'inégalité (2.3)), on a pour une certaine

constante C
Y e < X 1 (2.4)

n€|—B,B] pes ne[-B,B]
ngZ nQZ
< (X B 1y(X,) + O(1) < (- B+ o(B)).
p€eES

3) On étudie la moyenne du signe sur Z est égale a

o [ = i Bt Bt ) eo M1 ] o

ves B=roo nyez P(1) peS\{oo}

Pour tout p € S, on fixe une partition de R, = U;U, ;. On choisit ;: {Jp}pes pour
que {Upj, }pes soit une famille de représentants des partitions de R,. De plus, on note
Zz={n€Z:VYpe S yn) €Uy}

a) Remarquons que

lim < > I gl ) Coo - H/W (2.5)

B—o

[n|<BwveS peES
nEZ—-
car g, est constant sur Uy ;.
On a ) )
Blirn —= Z H gp(n) = lim — Z Z H gu(n (2.6)
—00 B—oo B
|n|<BpeS J possibles |[n|<BpES

représentants neE Za

Par la remarque et parce que la somme sur les représentants ; est finie, on obtient

1

Jim w3 Y [T —%ZH/M (2.7)

j possibles |[n|<Bp€eS 7 pes’

représentants neE Zﬂ

Fixons 7 = {ip}pes’ I'un de ces représentants. On a, en se rappelant que les termes
étudiés précédemment sont négligeables et que [],c g gv(n) est constant sur I'intersection
des Uy, j,, que

> 11 / )dz =Coo - H/ (2.8)

7 pes’ peS
(H ,Up pzp *Coo * H/ gp (2'9)
peS’ peS’
b) Il reste & démontrer que
lim — > 1,=[] Up;,) (2.10)
B—oo QBI <B pes

nez-
J
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ou p, est la mesure usuelle sur Z,,.
On écrit Upj, = ap + pZy pour des ap € Z et e, > 0 appropriés. On a alors que

tp(Upjp) = p~ et donc
H Np(UPJp) = H p .
peES peES

Par le théoreme chinois, les entiers n tels que ty(n) € Uy, pour tout p € S forment
une progression arithmétique de module m = Hpe g p?. De ce fait, on a (2.10)= N/m et
donc

lim + Y l=1lm —-—=—=][p . (2.11)

Pour conclure, on rassemble tout ce que nous avons fait jusqu’a présent.

avy, H gu(n) = 1% <avZH gv(n)> (par

vES vES
1
. . 2B Zne[—B,B}ﬂZﬂ. Hvesgv(n)
=lim [ lim T J
0\ Booo 3B Zne[—B,B}mZ; 1

%ngB UI;IS 9u(n)

. . nEUp,jp
hn,r1<Bh_r>mo<J~ Z Ty 1 ) (Par

e—0 ) - )z
7 possibles In|<B

représentants

n€Up jp

Coo - [1pes\ (oo} Ju, . gp(x)dz

— lim <Z ) (par ET0) ot
- HpES N(Up,jp)

e—0
J
(HPGS HUpi,) Tlpes Ir, gp(m)dl/‘)
HpES /‘(Up,ip)

(par

= Coo + lim
e—0

= Coo + lim
e—0
p

—cx-I1 [ gplarda (par )

2.4.2 Surfaces avec j(T) € {0,1728} ou non isotriviale sans place I,

Proposition 2.4.2. ([15, Prop. 7.7.])
Soit A une progression arithmétique que l’on écrit

A=a+mZ,

pour a,m € Z.

Soit B(T) € Z[T] un polynome non nul qui vérifie la conjecture du crible des facteurs
carrés. Soit S un ensemble fini de places de Q. Pour tout v € S soit une fonction g, bornée
presque partout localement constantes. Pour tout p € S soit hy, une fonction
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(a) presque partout localement constante
(b) telle que |hp(n)| < 1 pour tout n € A
(c) telle que hy(n) = +1 siv,(B(n)) est pair.
Soit la fonction W(n) = Il es gu(n) - [pgs hp(n).

Alors
avaW(n) = coo H / gp(x)dz - H/ hy(z)dx.
pes\{oc} 4 pgs T4
ot
Ap =a+miZy

et ot, st 00 € S, alors coo =1, ou si 00 € S, alors coo est la valeur que prend goo(x) pour
tout x positif assez grand.

Remarque 42. Soit une surface elliptique & qui est une surface elliptique isotriviale dont
j = 0 ou 1728 ou une surface non isotriviale sans place de type I,,. Alors la proposition
dit, conditionnellement a la conjecture du crible des facteurs carrés sur B(n) que la
moyenne du signe sur A est

avaW(n) = — 1_[/A gp(z)dx - H /A hy(x)de.

peS pgS

ou S, gp et h, sont les fonctions données par le théoreme [2.3.3

Démonstration. Comme précédemment, on peut se ramener au cas A = Z par le change-
ment de variable x = a + ma’.
Cela repose d’abord sur la formule quand le produit est fini. Posons

War(n) = [ go(n) - [ hp(n).

veS pES

La technique de la proposition [2.4.1] permet de démontrer

avzWn(n) = oo H /Z gp(x)dz - H hy(z)dz.

peS pegS,p<M Zp

Nous démontrerons que chacun des c6tés de cette équation tend vers le c6té corres-
pondant de la formule & démontrer lorsque M — oo.

1) On veut démontrer
avzW(n) = A}linoo avzWn(n).
Pour cela, on combine la conjecture du crible des facteurs carrés
#{n < N | p?|B(n) pour n > VN} = o(N),
et le théoreme [1.3.3l
#{n < N | p*|B(n) pour p entre M et VN} = % + o(N),

pour obtenir
N
#{n < N | p*|B(n) pour p > M} = O(57) + o(N).
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De la et par le fait que hy,(n) = 1 pour tout p tel que p?  B(n), on obtient que

S Tl TLhetm) — 3 TLautm) - TI huw] = O) + o),

n<N veS PES n<N veS pegS,p<M

d’ou le résultat. En effet, lorsqu’on fait tendre IV vers oo, on obtient

QUZW(n) - aUZ( H gv(n) H hv(”)) | = O(%)’

peS PES:p<M

et Pexpression O(7;) tend vers 0 quand M — oc.

2) On veut montrer 1'égalité des parties de droite des équations. Pour cela il faut
prouver que

H ; hy(n) = lim H hy(n),
s

ps 7 Lp M —>oop Zyp
et pour ce faire il est suffisant de montrer

lim H / hy(n) = 1.
MﬁoopésapZM Ly

Rappelons (voir remarque que le nombre de solutions t mod p? & ’équation B(t) =
0 mod p? est O(1), c’est-a-dire qu’il est borné. De plus, on a |h,(z)| < 1 pour tout = € Z,
et hy(z) =1 quand v,(B(x,y)) > 2. Ces deux faits impliquent qu’on a

[ my(m=1-0(3)
Donc
[ [ hwm=T[1-0)=1-0(% —)=1-0(:)
pgSp>M p>M P m>hr "M M
ce qui tend vers 1 lorsque M — oo. O

2.4.3 Surfaces qui admettent des places de réduction I,

Proposition 2.4.3. [15, Prop. 7.11.]

Soit A une progression arithmétique. Soit P(T') € Z[T] un polynéme non nul. Soit S
un ensemble fini de places de Q.

Pour tout v € S soit une fonction g, bornée presque partout localement constantes.
Pour tout p & S soit h, une fonction qui est

(a) presque partout localement constante

(b) telle que |hp(n)| < 1 pour tout n € A

(c) telle que hy(n) = +1 sivy(P(n)) est pair.

Soit o une fonction Z — C telle que |a(x)| < 1 pour tout n et telle que

avaa(n) =0 (2.12)

pour toute progression arithmétique A.

Soit la fonction W(n) = a(n) [l,es gu(n) - [1pgs hp(n). Alors
avaW(n) = 0. (2.13)
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On peut déduire le théoreme suivant sur la variation du signe de surfaces elliptiques.

Corollaire 2.4.4. Soit & une surface elliptique possédant une place sur Q(T') dont la
réduction est de type I,,. En supposant que Mg vérifie la conjecture de Chowla et que Bg
vérifie la conjecture du crible des facteurs carrés, alors par le théoréme [2.7.3

Vg +mzW(n) =0, (2.14)

pour toute progression arithmétique a + mZ.
En particulier, les ensembles Wy et W_ sont tous deux de cardinalité infinie.

Remarque 43. On utilise, dans le cas du signe d’une surface elliptique, la fonction a(n) =

A(Mg(n)).

Démonstration. On pose pour tout N € N la fonction

W (n) =AM () [Tgp(x) - T[  hp(2).

vES pgS,p<N

Pour simplifier la notation, on réindexe le produit fini comme suit : on pose S’ =
SU{p & S|p <N} et g, =hy, pour p € S’\S. On veut alors démontrer pour tout M € N

AVgt-mZ H gu(n) - a(n) = 0.
ves’!

La démonstration est similaire a celle de la proposition [2.4.1
De la méme facon que pour cette proposition, on a

@y mzW (1) = WW(asmzynz <a<n> il gv<n>) ~0(4;):

veS!
Pour finir, il est suffisant de démontrer que

. 1
Nl’linoo (N/m Z a(n) H gv(n)> =0

n€(a+mZ)NZ:n|<N' veS’

pour tout choix de j = {Jp}pesr, et pour cela, comme gy (z) est constant sur Uy, ; , on doit

simplement montrer que
) 1
i (mm 2 0‘“”‘)) =0

pour tout choix de J Cela est vrai par 'hypothese puisqu’étant donné que Z; est une
progression arithmétique, alors (a +mZ) N Z; est soit une progression arithmétique, soit
vide.

On fait ensuite tendre M vers I'infini de chaque coté de I'équation. A droite, cela tend
bien entendu vers 0. Reste a montrer que

]\/}i—r{loo AVa+m7, (a(n) H v (n)> = QUag+mZ (a(n) Hgv)7
VESM p
ou Sy =SU{pgS:p< M}etgy,=hypour p e Sy\S. Cela se fait avec le méme
argument que celui de la proposition [2.4.2]
]
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2.5 Signe moyen sur Q

2.5.1 Surface isotriviale telle que j(7T') # 0,1728

Proposition 2.5.1. [15, Prop 7.2.] On note 2, = (Zy x Zp)\(pZyp X pZy).

Soit S un ensemble fini de places de Q. Pour tout v € S, soit g, : Q, x Q, — C
une fonction bornée qui est localement constante en dehors d’un ensemble fini de droites
passant par lorigine. Alors

avy, H 9o (T,Y) = Coo H

ves peS\{oo}

1

—_— x,y)dxdy,
1_p_2/%gp( y)dzdy

0U Coo =1 8100 & S ou

) 1 B rB

stoo€ S .

Remarque 44. Soit & une surface elliptique isotriviale dont le j-invariant est différent de O
et 1728. Le théoreme donne une formule du signe de fibres de & qui correspond aux
hypotheses de la proposition. On a dans ce cas goo = —1 et par conséquent, le terme c
est tout simplement —1.
Quant aux autres p € S, on a gao(m,n) = W(ém) sip =2 et g,(m,n) = Wy(&m) sinon.
Alors le signe moyen sur ¢t = ' € Q s’écrit ! !

avQ Hgv(x,y) = — H 1 1

— / 9p(z, y)dzdy,
veS pES p Zp

o Zp = (Zp X Lp)\(pZp X pLyp).
Remarque 45. En faisant cette moyenne, notre objectif est d’étudier les variations du signe
des fibres &; d’une courbe elliptique quand ¢ varie sur Q. Aussi, nous excluons les (m, n) qui
sont premiers entre eux, car ceux-ci représentent un méme ¢ = 7. En terme de valuation
p-adique, cela correspond aux (m,n) € Z? pour lesquels il existe un p premier tel que le
plongement de (m,n) dans Z, x Z, est dans pZ, x pZ,. Voila pourquoi dans I'intégrale de
la proposition, on se limite & 2, = (Zy, x Zy)\(pZy, X pZy).
Remarque 46. Le terme 1 — p~2 est simplement la mesure de Z,.
Démonstration. La démonstration se construit sur le modele de la précédente avec quelques
variations.

Cette fois, nous posons S, comme étant I’ensemble des droites passant par I'origine

sur lesquelles g, est localement constante. On prendra comme voisinage de ces droites des
sections : pour une droite d’équation y = ax, on définit I'ouvert

Up={(x.9) € Z: ly/e —aly < ),

et on note X, leur union. On pose R, = Z, — X,,.
De la méme facon que dans la version en une variable,

1. on compare les valeurs de

T=]] /ﬁ gp(x, y)dzdy

peS
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et

P= H/ gp(x, y)dzdy,
peES Rp

afin de déduire qu’il est équivalent d’étudier lim._,. P pour obtenir la valeur de T

car leur différence est négligeable ;

2. On démontre que le signe moyen sur les (m,n) € U), est négligeable (car 3, nyev, [Ipes gv(m, 1)
se comporte assymptotiquement comme Z(m,n)eUp 1);

3. on utilise le point 2 pour étudier le signe moyen sur les (m,n) pour lesquels il existe
p tel que le plongement p-adique de (m,n) n’est pas dans R,. D'une facon tres
similaire, on démontre qu’il est négligeable.

La suite differe 1égerement. Pour alléger la notation, nous écrirons ¢,(m,n) a la place
de (tp(m), tp(n)). De plus, on définit I'ensemble Z = {(m,n) € Z|Vp € S 1p(m,n) € Ry}.

On s’intéresse a
Z H gp(m,n). (2.15)
|m|,|n|<B  peS

VpES:tp(m,n)ERp
On fixe une partition de R, = U;U, j, que I'on peut supposer finie car Rz, est compact,
étant un fermé de Z, x Z, (car on lui enléve un nombre fini d’ouverts).
Comme précédement, on obtient

1
lim ——— Z Hgv(m n) = Hu (Upi,)) - H/ gp(x,y)dzdy. (2.16)
2 ) p\Up,i p(T,
B (2B) Im|,|n|<BveS <p€S p> pes /Bp
(m,n)ez

Pour compléter la démonstration, on veut démontrer que

1
lim > 1= 1] 1pUps,) (2.17)
2 P D, 9
B—oo (QB) In|<B pes P
(m,n)ez

pour tout choix de représentant i

On écrit Uy, = (ap, bp) + p*Zy x prZp pour des ay,, b, € Z et ey, f, > 0 appropriés.
Ce sont des translatés de réseaux. On pose 1, = e, + fp. L'indice de Uy, est (72 -
prZ x plrZ] = pi”.

Par le lemme Z = M<j<kUpj, est le translaté de réseau a + L d’indice [Z?
L= ng & p?j. Pour conclure, on utilise le lemme pour démontrer que

li =[] »7.
Bl—r>noo Z 1 H p]
n€ZN[—B,B] i<k

2.5.2 Surface isotriviale avec j(7') € {0,1728} ou sans place [,

Proposition 2.5.2. [15, Prop. 7.10.]

On note 2, = (ZLy x Lp)\(pZyp X pZLp).

Soit B(m,n) € Z[M,N] un polynéme homogéne non nul qui vérifie la conjecture du
crible des facteurs carrés.

Soit S un ensemble fini de places. Pour tout v € S, soit une fonction g, bornée presque
partout localement constantes. Pour tout p € S, soit hy, une fonction
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(a) presque partout localement constante
(b) telle que |hp(m,n)| <1 pour tout (m,n) € &
(c) telle que hy(m,n) = +1 sivy(B(m,n)) est pair.

Soit la fonction W(m,n) = Il,es go(m,n) - [1gg hp(m, n).
Alors la moyenne du produit des g, et des h, sur Q s’écrit

1 1
avgW(z,y) = coo - H = [ﬁ gp(z,y)dzdy - H e //; hy(z, y)dzdy,
peS P pES P

ot Zp = (Zy x Zp)\(PZyp X pZLy), et
1 sico €S, et
C, =
> limy oo ﬁ fiVN fiVN Joo(T,y)dxdy, sioco € S.
On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.5.3. Soit une surface elliptique qui est isotriviale avec 7 = 0 ou j = 1728
ou non isotriviale sans place de réduction I,,. Alors, sous ’hypothése que la conjecture du
crible des facteurs carrés soit vérifice sur Be, la moyenne du signe sur Q s’écrit

avgW (n) = — H . L gp(z,y)dzdy - H 1

— - hp(x, y)dxdy,
peS -p 2 Op pgsl_p Q/Qp

ot S, g, et hy sont l'ensemble et les fonctions données par le théoréme[2.5.3,

Démonstration. Cela repose d’abord sur la formule quand le produit est fini, ¢’est-a-dire

la proposition On a
avg [T op(z,9)- T ()

pES pES,p<M
1 1
= Co H 1_7_2/ 9p(z, y)dzdy - H 1_p-2 / hp(z, y)dzdy.
peS p Zp pES,p<M p Zp

Nous verrons que chaque membre de cette équation tend vers les cotés correspondants
de la formule a démontrer lorsque M — co.

On s’intéresse d’abord au membre de gauche : on veut démontrer

avg(W(z,y)) = lim_avg(]] go(z,9)- [ ho(z,y)).
vES €S, p<M

On étudie la variation de

v W, 9) = avs ([T go(w,w) - TT holow)]
veS pegS,p<M

et on montre qu’elle est O(45), donc tend vers 0 lorsque M — cc.
Pour cela, on combine la conjecture du crible des facteurs carrés

#{n,m < N|p*|B(m,n) pour p > N} = o(N?),
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et le théoreme [1.3.3] pour les polynémes homogenes en deux variables :

N2
#{m,n < N|p*|B(m,n) pour p entre M et \/ﬁ} =37 + o(N?),

pour obtenir

2
#{m,n < N|p*|B(m,n) pour p > M} = O(Nﬁ) + o(N?).

De 1 et par le fait que hy,(m,n) = 1 pour tout p tel que p? { B(m,n), on obtient que

Z Hgv(m,n Hh m,n) Z Hgvmn) H hy(m,n)

m,n<N veS pES mn<N veS pES,p<M

N2
=0(—

) o),

d’ou le résultat.

On veut maintenant montrer 1’égalité des parties de droites des équations, et pour cela

il faut prouver que
H/hmn hmH/hmn

pgS
et pour ce faire il est suffisant de montrer

lim ] hy(m,n) = 1.

M=o pgS,p>M Zy

On rappelle (voir remarque que le nombre de solutions m,n mod p? & I’équation
B(m,n) = 0 mod p? est O(p?), c’est-a-dire qu’il est borné. De plus, on a |h,(z,y)| < 1
pour tout z,y € Zy, et hy(z,y) = 1 quand v,(B(z,y)) > 2. Ces deux faits impliquent qu’on
a

1
/yp hy(m.m) =1 - O( ).

I [, 0= T -0 () =10 5,2 -1 5r)

pgS,p>M p>M

Donc

ce qui tend vers 1 lorsque M — oc.

Corollaire 2.5.4. Soit & une surface elliptique non isotriviale sans place de réduction de
type I,. On suppose que Bg respecte la conjecture du crible des facteurs carrés. Alors

—1 < avgW (&) < +1.

La démonstration de ce corollaire se base sur le lemme suivant dont la démonstration
est élémentaire.

Lemme 2.5.5. ([27, Lemme 2.3]) Soit Q(T) et P(T) € Z[T] avec Q(T) non constant.
Soit R = Res(P,Q) le résultant de P et de Q, et soit Ag, le discriminant de Q. On
suppose que R et A, # 0. Soit &y un ensemble fini de nombres premiers.

Alors il existe un nombre premier po & Py et n un entier positif tel que pi | Q(n) et
P *P(n)Q(n) =1 mod po.

En particulier, p || Q(n) et po 1 P(n).
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Démonstration. Par le corollaire 2.5.3] il est suffisant de montrer
| H / (x,y)dzdy| < 1.
pgS

En se rappelant de la maniere dont les fonctions hy(z, y) sont définies, on sait que hy(z,y) =
[Ipes hpv(x,y) ot hp, = +1 pour au plus un des v ¢ S, ot les hp, sont définies dans
la démonstration du théoréme [2.3:3] Plus précisément, on a

[ty =11 11 hro(z.y)

PES vgS Pe#’
H H hP,’U (l’, y)
Pe# pgS
11 Rresp(zy), ond= [ »
Pe#! peS\{oo}

Soit () un polynéme irréductible associé a une place de réduction I7,.

La conjecture du crible des facteurs carrés permet de sélectionner .# C % un ensemble
infini de paires (m,n) telles que pour chaque P € Z'\{Q} la valeur de P(m,n) est sans
facteur carré. Sur cet ensemble, on a he 5 p = +1 pour tout P € #'\{Q}. Par conséquent,
pour (z,y) €.% on a

I (e, y) = he s, y) (2.18)
pES
— vp(Q(z,y))—1
pés p

Pour compléter la démonstration, il faut que .% contienne deux ensembles infinis de
paires pour lesquels la valeur de he 50 est de signe opposé et que de plus ces ensembles
soient de proportion positive.

Explicitement, on cherche & construire des ensembles infinis %7, %5 de paires d’entiers
premiers entre eux telles que

1. pour tout (mq,n1), (me,ng) € F1UF, ona (mi,n1) = (ma,nz) mod Ng une classe

de congruence non nulle pour Ng 'entier correspondant a & donné par le théoréeme
5.2.3;

2. pour tout (m,n) € F, p&QQ(m, n) = c2l est un entier sans facteur carré premier a
Ng, pour un nombre premier pg tel que (cg(z,y)/po) = +1;

3. pour tout (m,n) € %2, Q(m,n) = c?l est un entier sans facteur carré premier a Ng.

Ceci est possible grace au crible des valeurs dans facteurs carrés (valable car la

conjecture des facteurs carrés est supposée vérifiée) et au lemme [2.5.5] “ Ce dernier assure
lexistence d’un tel pg. (On pose P(z,y) = C(Gx(y)g) pour obtenir que p, QC((;(Z)%) =1

mod pg. Par conséquent, —p, beg (z,y) est un carré modulo py.) De plus, remarquons que
les ensembles %7 et %9 donnés par le crible sont de proposition positive, car ils sont tirés
de l'estimation de la conjecture sans facteur carré.

Par la proposition [5.2.10, on aura pour tout (m,n), (m’,n') € % (i =1,2)
W(m,n) = W(m',n)
et par la proposition |5.2.11} on aura pour tout (mi,n1) € F1, (ma,ng) € Fo

W(ml, nl) = —W(?TLQ, 712).
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Sur 'union % U %5, on aura par conséquent
lavgz,uz,W (m,n)| < 1,
d’ou le résultat pour la moyenne sur Q. O

Remarque 47. On utilise la méme idée, c’est-a-dire la construction des ensembles % et
F3, dans les travaux de Manduchi [27], ceux de Varilly-Alvarado [51], ainsi que dans la
démonstration du théoreme dans le chapitre 5. Nous invitons le lecteur décu du
manque de précision de la démonstration du corollaire 2.5.4) & consulter le chapitre 5 qui
contient davantage de détails.

2.5.3 Surfaces admettant des places de type [,

Proposition 2.5.6. [15, Prop. 7.12.]

On note 2 = (Z x Z)\{(x,y)|pgcd(x,y) # 1}.

Soit B(m,n) € Z[M, N] un polynéme homogéne non nul qui vérifie la conjecture du
crible des facteurs carrés.

Soit S un ensemble fini de places. Pour tout v € S, soit une fonction g, bornée presque
partout localement constantes. Pour tout p € S, soit hy, une fonction

(a) presque partout localement constante

(b) telle que |hy(m,n)| <1 pour tout (m,n) € &

(c) telle que hy(m,n) = 41 sivy(B(m,n)) est pair.
Soit a: Z x Z — C une fonction telle que

avya(a+n)nz (T, y) =0, (2.20)

pour tout secteur . et tout réseau a + L tel que L N Z est non vide.
On suppose de plus que |a(z,y)| < 1 pour tout (x,y) € Z.
Soit la fonction W(m,n) = [l,es go(n) - Tlpgs hp(m,n).
Alors

avym(aJrL)mi#"W(% y) =0, (2.21)
pour tout secteur S et tout réseau L.
Remarque 48. Dans cette proposition, on peut prendre Z? plutot que 2 (autrement dit,

on ne suppose plus que pged(x,y) = 1) sans que la conclusion soit modifiée. Ceci est
démontré par [15, Lemme 7.13] et [15, Lemme 7.14].

On en déduit le corollaire suivant :
Corollaire 2.5.7. Soit & une surface elliptique qui admet au moins une place de réduction
multiplicative. On fait les hypothéses suivantes :

1. Bg vérifie la conjecture du crible des facteurs carrés, et

2. Mg vérifie la conjecture de Chowla.

Alors la moyenne du signe des fibres sur Q est
avgW (&) = 0.

Remarque 49. On peut aller dans la direction inverse : si le signe moyen des fibres d’une
surface elliptique est 0, alors la conjecture de Chowla est vérifiée pour Mg. Ces faits sont
démontrés par [15, Prop. 7.15] et [I5, Prop. 7.16].
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Démonstration. On proceéde comme dans la démonstration de mais en utilisant les

arguments de [2.5.1] plutdt que ceux de 241}
Il est suffisant de montrer que pour tout N; un entier assez grand, on a

avgnarnnzo(@y) - [[ol@y) - [ hplzy) =0,
veS pZS;p<N1

car le méme argument que dans permettra de conclure I’égalité 2.21]

Soit un entier N;. Pour simplifier la notation, on réindexe le produit fini comme suit :
onpose S"=SN{p &S |p<Ni}etg,=h,pour pe S\S.

1) Chaque fonction g, est localement constante en dehors d’un nombre fini de droites
de Q, x Q,. On recouvre ces droites par un ensemble X,, défini comme 1'union de section
suffisament étroit (en terme d’angle) autour de ces droites.

Si v = oo, on construit X, avec une restriction supplémentaire. Le nombre d’entier
—N < x,y < N contenu dans un secteur d’angle ¢ dans R? = Q2 est O(e). Ainsi on prend
soin de prendre chaque secteur de X, d’angle < ¢, afin d’avoir

{=No <2,y < Na: (2,y) € Xoo}| = O(eN3).

Si v est finie, alors X, consiste en une union d’ensembles de la forme {(z,y) € Q, xQ, :
xz/y € Bp} ou B, C Q, est une boule d’aire < e.

a) Donc, la contribution totale des ensembles X, au signe est O(e).

On pose R, = Q,\ X, et t,(m,n) linclusion de Z dans Q,. Soit

Z ={(z,y) € Z | ty(m,n) € R, pour tout v € S'}.
Nous venons de montrer que

aUYn(a+L)m?a(~’U’y) H go(T,y) = avym(a+L)m.@fa($vy) H go(z,y) + O(e).
ves’! vesS’

b) Pour tout v € S, la fonction g, est localement constante sur R,,.

L’ensemble R, € R? est I'union de la fermeture d’une quantité finie de secteur disjoints
{Uso,j}. Les secteurs étant connexes, g est constant sur chaque secteur.

Pour tout p € S’, I'ensemble R, est compact. Par conséquent, on peut le recouvrir
d’un nombre fini de boule U, ; dans @Q,. Sur chacune de ces boules, g, est constant.

On montre que la moyenne est 0 sur tout ensemble de la forme Cela est vrai car le
produit [],cg go(x,y) est constant sur chaque F% et hypothése garantie que a(x,y)
est de moyenne 0 sur F]a..

O

2.6 Conclusions sur la variation du signe

La valeur de la moyenne du signe sur Q ou sur un sous-ensemble donne des informations
sur la variation du signe de ’équation fonctionnelle.

Une surface dont le signe est constant sur toute fibre est telle que avgW (&;) est
de cette méme valeur sur tout sous-ensemble de K C Q. Une conséquence de ceci est
que pour toute surface de signe moyen différent de +1, les points rationnels sont denses
conditionnellement a la conjecture de parité. Par conséquent, pour une surface & telle que
—1 < avgW (&) < +1, les ensembles W sont tous deux de cardinalité infinie.
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2.6.1 Surfaces isotriviales telles que j(7T) # 0,1728

Soit & une surface elliptique isotriviale qui est une famille de twists quadratiques.
Dans ce cas, la proposition dit que la moyenne du signe sur Q est un produit fini
d’intégrale.

Pour tout p € S, on a que g, : Q, — [—1, 1], la fonction associée a & par le théoreme

2:333] est telle que
/ gp(x)dr € [—1,1],
Q

P

et en particulier on a
’/ gp(x)dx‘ <1
Qv

Par conséquent, il suffit qu'un seul des g, varie pour que le signe global varie également.
Il est toutefois possible que le signe soit constant. Des exemples de telles surfaces sont
donnés dans [51], [3], par les théorémes et de cette theése ou par la proposition
suivante

Proposition 2.6.1. [15, Corollaire 7.4.] Soit E la courbe elliptique donnée par [’équation
de Weierstrass
V=23 +ar+0

ot a,b € Q et pour tout t € Q, soit la courbe
Ey:ty? =23 + ax +b.
Alors il existe un polynome f € Q[T] tel que la fonction définie par
t— W(Efw)
est constante sur Q\{zéros de f dans Q}.

Remarque 50. Dans la démonstration de cette proposition, Helfgott exhibe la surface
définie par les twists quadratiques par une fonction de la forme

ft) = 33%™ + 42,
ott m = 2F5% [pes (p? — 1), k un entier positif assez grand.

2.6.2 Surfaces non isotriviales sans place de réduction I,

Théoréme 2.6.2. [15] Soit & une surface elliptique sur Q. On fait les hypothéses sui-
vantes :

1. tout polynéome P associé auz places de mauvaise réduction (sauf type I§) est tel que
deg P < 6.

2. & n’admet pas de place générique de type L,
Alors, W, (Q) et W_(Q) sont infinis.

Démonstration. La démonstration découle directement du corollaire ?7. O

La formule donnée par la proposition [2.4.2] peut étre utilisée pour calculer la valeur
de la moyenne du signe des fibres. Cependant, ce calcul est fastidieux. Helfgott traite en
appendice I'exemple suivant, ol la moyenne est ~ —.15294.
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Exemple 1. On pose f; = —5 — 212 et fo = 24 5T2.
Soit & la surface elliptique isotriviale décrite par ’équation

& y? =2 — 27cq(T)x — 54ce(T),

c1 = fifa(ff = f3)? et o = 5 (fF + ) — £3)°.

Alors on a

_=7 . —
112 p#£2,3,7,19 (1-p72)

—201 _ -1
awgW(E /) = —— - I (1—%29““),

ou a, est le nombre de racines de I’équation
(19t* + 112 +19)(* +1) =0 mod p

dans Z/pZ.

2.6.3 Surfaces avec place de réduction I,
Théoréme 2.6.3. [15] Soit & une surface elliptique définie sur Q. On fait les hypothéses
sutvantes :

1. tout polynéome P associé auz places de mauvaise réduction (sauf type I§) est tel que
deg P <6,

2. deg Mg < 3, ou encore Mg est un produit de degré arbitraire de formes linéaires.
Alors, W, (Q) et W_(Q) sont infinis.

Démonstration. Ce théoreéme se déduit directement de la proposition si & a des places
de réductions I,,, et du corollaire [2.4.4] sinon. O

2.7 Comparaison avec les travaux de Manduchi

2.7.1 Surface non isotriviale sans place de type I,
Théoréme 2.7.1. [27, Théoréme 1] Soit & une surface elliptique non isotriviale On sup-
pose que

1. les polynomes associés auzx places de mauvaise réduction (sauf de type 1) ont degrés
inférieurs ou égauz a 6,

2. il n’y a pas de place de réduction I,.

Helfgott ne démontre pas la variation du signe sur davantage de surface elliptique sans
place de réduction I,, que Manduchi. Il remarque cependant que les travaux de celle-ci
peuvent étre étendus a toutes surfaces dont le polynéme Bg(x,y) respecte la conjecture
du crible des facteurs carrés.

2.7.2 Surface avec place de type [,,
Théoréme 2.7.2. [27, Théoréeme 2] Soit & une surface elliptique non isotriviale. On
suppose que

1. les polynomes associés auz places de mauvaise réduction (sauf de type I) ont degrés
inférieurs ou égauz d 3,
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2. degM =1.

Les travaux de Manduchi utilisent les conjectures de Chowla et du crible des facteurs
carrés dans leurs versions pour les polynémes en une variable. Une des innovations de
Helfgott est que sa preuve utilise les conjectures sous forme homogene. Elle est donc
inconditionnelle dans davantage de cas.



3

Variation du signe des fibres sur
les surfaces elliptiques isotriviales

Une surface elliptique isotriviale est une surface elliptique & dont la fonction du j-
invariant est constante. On observe qu’elle doit avoir la forme d’une famille de twists
d’une courbe elliptique donnée. Ces surfaces elliptiques sont de trois types :

1. y?2 = 2% +af(T)%x +bf(T)3, ot f(T) est sans facteur carré et ab # 0 (dans ce cas,
J(T) € Z\{0,1728}),
2. y? =23+ f(T)x, ou f(T) est sans facteur qui est une puissance quatrieme (j(7T') =
1728),
3. y2 =23+ f(T), out f(T) est sans facteur qui est une puissance sixieme (j(7) = 0).
Dans ce chapitre, on étudie les variations de la fonction du signe des fibres de ces
surfaces t — W (&;). En particulier, on veut vérifier si les ensembles

Wx(6) ={t € Q"|W(&) = £1}

sont de cardinalité infinie. Le cas échéant, la conjecture de parité garantit la densité des
points rationnels. (Plus précisément, il suffit que #W_(&) = o0.)

La spécificité des surfaces elliptiques isotriviales est que le signe de ’équation fonction-
nelle des fibres est parfois constant. Pour les surfaces ou le signe prend uniquement des
valeurs +1, on ne peut rien conclure a partir de I’étude du signe sur la densité des points
rationnels de ces surfaces.

3.1 Surfaces de la forme H(T)y* = 2>+ ax + b

3.1.1 Théoréme de variation

Le théoréme suivant décrit la variation du signe sur les surfaces elliptiques isotriviales
de type général. Remarquons que ces surfaces sont caractérisées par le fait que les places
génériques sont uniquement de type Iy ou Ijj.

Théoreme 3.1.1. Soit E une courbe elliptique donnée par ’équation de Weierstrass
y* =23 + ax +b,

ol a,b € Z sont tels que ab # 0.
Pourt € Z — {0}, on définit Ey; : ty? = 23 + ax + b.
Alors
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1. Il existe M entier tel que, pour t sans facteur carré, le signe W (Ey) ne dépend que
de la classe de congruence de t modulo M.

2. Le signe W (Ey) n’est pas constant quand t varie dans Q.

Remarque 51. On choisit to, . . ., t,, des représentants de chaque classe modulo M qui n’ont
pas de facteur carré. On pose S = {to, ..., tn}. Le deuxiéme point du théoréme peut
étre plus explicitement formulé comme suit :

Pour toutes valeurs de a,b € Z* telles que 4a® 4+ 27b%> # 0, il existe une partition
non-triviale ' = Sy U S_ telle que

W(E;) =+1 < [ty € St

W(E) = -1 & [ty €5,

ou [t]yr désigne la classe de ¢ modulo M, ou t’ est la partie de ¢t dépourvue de facteur

carré.

Soit t € Q*, que l'on écrit t = (5)2% avec ¢,d € 7Z, et t1,ty des entiers sans facteur

carré, premiers entre eux. On a alors By : ty? = 23 + ax + b isomorphe & FE 4, et
W(Et) =1+l < (tth mod M) € S5y.

Corollaire 3.1.2. Soit la surface elliptique & : f(T)y? = 23 +ax+0b, otia,b € Q et f(T)
une fonction rationnelle sur Q.

S’il est possible de trouver une infinité de paires (t1,te) pour lesquelles les parties libres
de carré de f(t1) et de f(t2) tombent dans deuz classes de congruences de signes opposés,
alors la conjecture de parité implique que l’ensemble &(Q) des points rationnels de & est
dense pour la topologie de Zariski.

Remarque 52. Pour une surface d’équation & : f(t)y? = 2° + ax + b ot f(t) est un poly-
noéme quadratique, on démontre inconditionnellement la densité de & grace a un argument

géométrique (voir section [4.2.1).

3.1.2 Comparaison avec Rohrlich

Rappelons le théoreme de Rohrlich déja énoncé dans I'introduction (théoréeme |0.1.6])

Théoréme 3.1.3. [38, Théoréme 2] Soit a,b € Z tel que ab # 0. On considére la courbe
elliptique définie par Uéquation E : y?> = 23 +ax+b si A # 0. Soit f(t) € Z[t] et la famille
de tordues quadratiques définie par [’équation

Epgy : f)y* =2 +az+0b
Alors, l'une des deux propositions suivantes est vraie :
1. Les ensembles Wy et W_ sont denses dans R.
2. Les ensembles Wy et W_ sont {t € Q|f(t) <0} et {t € Q|f(¢) > 0}.
De plus, pour E donnée,

1. il existe f tel qu’on est dans le cas 2 et tel que le nombre de changements de signe
de f sur R dépasse n’importe quelle valeur préassignée.

2. si en outre E a bonne réduction sur une extension abélienne de Q, on est dans le
cas 2.



3.1. SURFACES DE LA FORME H(T)Y? = X3+ AX + B 93

Si I’on cherche a savoir si une famille de tordues d’une courbe elliptique est de signe
constant, on obtient de ce théoreme les conclusions suivantes :

1. si E a bonne réduction sur Q% alors Ef(®) est de signe constant si et seulement si
f(t) est de signe constant pour tout ¢t € Q,

2. si E n’a pas bonne réduction sur Q%, alors
(a) si f(t) n’est pas de signe constant, alors W, et W_ sont de cardinalité infinie.

(b) si f(t) > 0 (ou < 0), alors le théoréeme de Rohrlich ne permet pas de conclure
directement. Pour savoir si le signe est constant ou non, on doit utiliser le théo-
réme Il faut déterminer les valeurs de la partie sans facteur carré de f(t)
modulo M (pour 'entier donné par le théoréme, qui dépend des coefficients
d’une équation de Weierstrass de F) et vérifier dans quelles classes d’équiva-
lences ces valeurs tombent. Les fibres en des valeurs tombant dans la méme
classe d’équivalence seront de méme signe. On étudiera donc simplement la
variation du signe d’un choix de représentants de ces classes.

De plus, Rohrlich ne dit rien sur les cas ou ab = 0. Nous traitons ces cas dans les

théorémes B3.2.1] et [3.2.2

3.1.3 Constance locale des signes locaux

Lemme 3.1.4. Soit la famille isotriviale des formes tordues
E:y? =2 4 at’z + bt3,

ot a,b € Z ett € Z—{0}. On pose A(t) = AotS la fonction des discriminants de cette
famille, ou Ag = 4a3 + 27b2.

Pour chaque t € Z.— {0}, soit t' I’entier dépourvu de facteur carré tel que t = c*t' pour
c un entier approprieé.

Soit p un nombre premier tel que p|6Ag.

Alors il existe oy, un entier tel que, lorsqu’on fait varier t de telle sorte que t' reste
dans la méme classe de congruence modulo p®?, le signe local en p de E; est invariant.

Démonstration. Soit Ag le discriminant de E7. Soit ¢t un entier, et la décomposition ¢t =
tot1, ou ty est un produit de facteurs premiers de Ay et ¢1 est un entier premier avec Ag.

Sip > 5 et que vy(t) = 2, on aura vy,(Ag,) = vp(Ag) + 12v,(t1). Puisque p 1 ¢y, alors
vp(Ag,) = vp(Ap). Or, on sait que le signe d’une courbe reste invariant lorsqu’elle est
tordue par une puissance douzieme. Connaitre ¢t modulo p? suffit donc pour connaitre
Wy (Ey).

Soit, pour p = 2,3 et | = 4,6, les entiers ¢, tels que ¢; = p”P(t)ch. Les formules que
lont trouve grace aux tables [I3] ne dépendent en effet que de la valuation 2-adique et
3-adique de ¢4 et de cg ainsi que du reste de c4 2, c4 3, 6,2, 6,3 modulo certaines puissances
de 2 ou de 3. [

3.1.4 Signes locaux en 2 et 3

Soit E : y? = 23 — 27¢4(T)x — 54c6(T) une surface elliptique de discriminant A(7). Le
signe local en p = 2,3 d’une fibre &; en t € Z dépend des valeurs du triplets

(vp(ca(t)), vp(es(t)), vp(A(2)))-

Connaissant la valeur de ce triplet, on consulte les tableaux [37, Table II, III] pour obtenir
une facon de calculer le signe local.
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Dans le cas de E : y? = 23 4+ aT?x 4 bT?, ce triplet est de valeur
(vp(a) + 2vp(t), vp(b) + 3vs(t), vp(A) + 6up(1))

pour toute valeur de ¢ € Z. Ainsi, la valeur du triplet (v,(a),vy(b),vp(A)) nous donne
toutes les informations nécéssaires pour calculer le signe local en p en toute fibre de la
surface. Dans ce qui suit, nous sélectionnons les triplets dont les surfaces E : y?> = 2®+az+b
tels que leur signe local est décrit par une formule spécifique.

Lemme 3.1.5. Soit E : y?> = 23+ax+b une courbe elliptique et soit Ey; : y*> = x> +at?x+bt3
la tordue de E part € Z. On pose ta, by et Ay les entiers tels que t = 220ty b = 2v2(0)p,
et A =202B) A,

Alors Wo(Ey) = (;—;) pour tout t € Z si et seulement si le triplet (ve(a),va(b),v2(A))
fait partie des choix suivants :

1. (0,0,0) ou (2,3,6), et que de plus by = Ay =3 mod 4 ; ou
2. (>4,3,0) ou (>6,6,6), et que de plus by =1 mod 4.

Démonstration. Soit E : y?> = x3 4+ ax + b une courbe elliptique et soit A son discriminant.
Pour tout t € Z*, on considére la tordue de E par t, E; : ty?> = 23 + ax + b.

Nous listerons ici les conditions sur les coefficients a, b et A pour que le signe en 2
des fibres E; soit Wy(t) = (;—;) pour tout t. On peut classifier les surfaces par le triplet
(va(a),v3(b), v2(A)), et trouver la formule de leur signe en 2 grace au tableau de Rizzo [37,
Table III]. Pour commencer, on sélectionne les surfaces telles que Wa(E;) = (_Tl) lorsque
2 { t. Pour sélectionner ces triplets et déterminer les conditions supplémentaires correspon-
dantes, nous avons procédé de la maniere suivante, dont nous donnerons seulement deux
exemples, les autres se traitant de maniere similaire.

Si (va(a),va(b),v2(A)) = (0,0,0), alors la table de Rizzo donne la formule suivante
pour le signe des fibres en ¢ impair :

+1 sict®=3 mod4
Wz(éi)z{ °

—1 sinon.

On veut Ws(&;) = +1 <t =1 mod 4, ce qui est possible si et seulement si cg =3 mod 4.
Si (va(a), v2(b),v2(A)) = (2,4,0), alors la table de Rizzo donne la formule suivante
pour le signe des fibres en ¢ impair :

+1 sicu=1 mod 4 etsicy+4egt’ =9,13 mod 16,

Wa(&) = { .
—1 sinon.
On veut Wa(&) = +1 < t =1 mod 4, ce qui est possible si et seulement si ¢y = 1,13
mod 16 et cg =3 mod 4, ousi ¢y =5,9 mod 16 et cg =1 mod 4.
En procédant d’une fagon similaire pour tous les autres triplets, on obtient la liste
suivante dont les surfaces associées vérifient Wa(E;) = <_71) pour tout t € Z.
— (0,0,0), si de plus ¢g =3 mod 4,
— (>4,3,0), si de plus ¢g =1 mod 4,
— (2,4,0), si 'une des conditions suivantes est respectée :
— ¢4 =1,13 mod 16 et ¢c¢ =3 mod 4;
— ¢4 =5,9 mod 16 et cg =1 mod 4,
— (2,5,0), si I'une des conditions suivantes est respectée :
— ¢4 =1,5 mod 16 et cg =1 mod 4;
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— ¢4 =9,13 mod 16 et cg =3 mod 4,

— (2,3,1), si 'une des conditions suivantes est respectée :
— ¢4 =15 mod 16 et cg =1 mod 4;
— ¢4 =7 mod 16 et c¢ =3 mod 4,

— (2,3,6), sl cg = A mod 4,

— (>4,4,2),si cg =1 mod 4,

— (3,5,3), si 'une des conditions suivantes est respectée :

— ¢4 =1,7 mod8et cg =1 mod 4;
— ¢4 =3,5 mod 16 et cg =3 mod 4,

— (2,3,>4) si cg =3 mod 4,

— (>6,5,4) si cg =3 mod 4,

— (>6,6,6), si cg =1 mod 4,

— (4,6,7)sicg =1,5 mod 8 et ¢y =5 mod 8

— >7,7,8,8icg =3 mod 4

— (6,8,10), si c4cg =3 mod 4 et

— (>7,8,10), si ¢¢ =3 mod 4.

La derniere étape est de ne retenir que les triplets (munis de leurs conditions particu-
lieres) tels que W (Eq) = Wi (Ey). Pour chaque cas listé, on vérifie si le triplet d’une fibre
en 2t, c’est a dire (va(a) + 2,v2(b) + 3,v2(A) + 6) est également tel que le signe local en 2
est Wa(&y) = %) On trouve ce faisant les cas listés dans I’énoncé. O

Lemme 3.1.6. Soit E : y> = x3 + ax + b une courbe elliptique non singuliére et Ey =
y? = 23 + at’x + bt3 la tordue de E part € 7.

Alors le signe local en 3 est égal a W3(Ey) = (—1)"®) pour tout t € Z si et seulement
si le triplet des valeurs (vs3(a),vs3(b),v3(A)) fait partie d’un des suivants :

1. (0,0,0),
2. (1,>3,0) ou
3. (1,2,0) et que de plus a =2 mod 3.

Démonstration. Soit t € Z un entier.

Si t est tel que 3 1¢. Alors le signe local en 3 est donné par la formule du tableau [37,
Table II] correspondant & (vs(a), v3(b), v3(A)).

Si v3(t) est impair, alors le triplet associé est (vs(a) + 2,v3(b) + 3,v3(A) + 6)

Pour déterminer les conditions sur a, b pour que le signe local en 2 ait la forme voulue,
on commence par sélectionner les triplets tels que W3(E;) = +1 pour tout ¢ € Z premier a
3. Ceux-ci font partie de la liste suivante : (0,0,0), (1,> 3,0), (1,2,0), (2,>5,3), (2,3,4),
(3,5,6) (si de plus a =2 mod 3) et (4,> 8,9).

Ensuite, on ne retient que ceux tels que W3(Es;) = —W3(E}), c’est-a~dire (0,0,0), (1, <
3,0) et (1,2,0) (si de plus a =2 mod 3).

O

3.1.5 Monodromie des types de réduction des fibres

Soient des entiers a, b. Soit E la courbe elliptique représentée par I’équation de Weiers-
trass
E:y?>=2°4azx+0,

et soit Ay son discriminant que 'on suppose minimal.
Pour tout t € Z — {0}, on définit la tordue de E en t

E; -y = a3 + at’z + bt
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Soit typ un entier sans facteur carré et premier avec Ag. Soit A un entier sans facteur
carré et premier avec ty. Soit p un nombre premier différent de 2 ou 3. On cherche a
comparer Wy,(Ey,) et Wp(Exg,)-

On pose D, € {—1,+1} lentier tel que Wy,(Ey,) = DpWy(Exy,).

1. Supposons que p { Ag. Dans ce cas, la courbe E}, est de réduction de type Iy en p.
(a) Sipt A, laréduction de Ey, en p reste de type I et on a D), = +1.

(b) Sip]| A, la réduction de E)y, en p est I§. On a donc D), = (%)

2. Supposons que p | Ag. On a que D, dépend du type de réduction en p de E.

(a) Sipt A et que la réduction de E n’est pas multiplicative, on a D, = +1. Si la
réduction est de type I,,,, alors on a

car

(b) Sip| A, on a une des variations suivantes selon le type de variation de Fy en p.

i. Si E} est de type I, alors Ep; est de type Ij. Inversement, si E; est de type

I5, alors Ej; est de type Iy. Le signe local en p passe de (_—1) a+1.0Ona

Dy = (7)
ii. Si F} est de type I1, alors Ej; est de type IV*. Inversement, si E; est de

type IV*, alors E; est de type I1. Le signe local en p passe de (771) a(=3).

p
Ona D, = (%)
iii. Si By est de type 111, alors E; est de type I11*. Le signe local en p passe
92\ \ /-2
de (?) a (7) On a Dp = +1
iv. Si E; est de type I, alors Ep; est de type I,,,. Le signe local en p passe de
—1\ s —b)\<p)t b)\(p>t
(?) a — (T) On a Dp = — (T)

En résumé :

I5 < Io II < IV*
(5 272, () 2G), (5)
IIT « IIT* I < I,
()25 (3 (3 ), (e

Le tableau suivant résume la situation.
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Conditions sur p Valeur de Dy(\)
ptAo pPiA +1
plA (%)
p| Ao ptA réduction I, (%)
réduction additive +1
plA réduction Iy ou [§ (=)
véduction I, IT*, IV, IV* (g)
réduction III, IIT* +1
réduction I,, I, - (%)

3.1.6 Démonstration du théoréme de variation

Notation 4. Nous utilisons une version spéciale du symbole de Jacobi dans cette section.
Pour des entiers impairs a, b premiers entre eux, on écrit

(0.~

ot a’, b € Z sont les parties respectives de a et de b premiéres a c.

Notation 5. Soit ¢ € Z. Nous utiliserons fréquemment la notation ¢, pour désigner I'entier
tel que () = p o,
Attention a ne pas les confondre avec t1,t2 qui sont définis autrement.

Soit, comme dans 1’énoncé du théoreme, E; la courbe elliptique qui est la tordue par
t € Z de la courbe elliptique E : y?> = 2% 4+ ax + b de coefficients a,b € Z. On pose
Ag = 2°3°A1, onl o, B des entiers tels que 21 Aj et 31 Ay, le discriminant de E que 'on
suppose minimal parmi tous ses twists.

Remarquons que la fonction du signe peut s’écrire

W(E;) = —Wa(E)Ws(Ey) [ W(E) [] We(E),
plA1 plt;ptAr

et comme les seules places de mauvaise réductions sont de type Ij, on a

W(E;) = ~Wa(E)Wa(Ey) | T] Wo(Er) (;)GA .
plA1 !

On peut supposer que ¢ est un entier sans facteur carré. Par conséquent, F; est minimale
et on a alors Ag, = Agt%. On écrit t = 273%¢1ty avec ty = pged(Aq,t) et ty,te non divisible
par 2 et par 3.

On pourra écrire

-1
W(Er) = ~Wa(B)Ws(Er) TT Wo(E) (< ).

; (3.1)
plA1 1

Démonstration de la propriété 1.

Le lemmedonne pour tout nombre premier p des entiers oy, pour lesquels W,(E;) =
Wp(Ey) pour tout t = t' mod p*. Si on pose M = 242323 [Iyja, P°7, le signe global
est constant pour t et t' des entiers sans facteur carré qui sont dans la méme classe de
congruence modulo M.

Démonstration de la propriété 2.
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Il reste & montrer que cette partition est non triviale, c¢’est-a-dire qu’il existe au moins
une classe ¢4 de signe positif et une classe t_ de signe négatif.

On définit 'ensemble S = {2,3,p tel que p|Ap}. Soit t sans facteur carré qui n’est
divisible par aucun p € S. Pour les entiers s € Z dont la partie sans facteur carré appartient
a la classe de congruence s’ mod M, le signe de la fibre Ey sera le méme que celui de E.

On cherche une classe de congruence t; mod M telle que W (E;) = —W (E,).

Soit A un entier sans facteur carré et premier avec t. On considere E)y; la fibre en At,
qui est la tordue de F; par A.

Pour comparer W (E;) et W(E);), nous comparons les signes locaux selon leur type de
réduction de Ey,.

Pour chaque nombre premier p, soit 'entier D), € {4+1, —1} tel que W,,(E\;) = D,W,(E).
Nous avons étudié les valeurs possibles de D), en section [3.1.5]

Alors

W(EszzDg(AAM)(;ll)( I1 DpO>W<Et),

p|A;p|Ao;p#2,3

ou Ay est le produit des nombres premiers p | Ag en lesquels la réduction de E est de
type I, et A\1 est un entier premier avec A tel que

A = 202N gus(M) \ ).

ou Ay = Hpmo;pﬁ’gpvp(’\). On pose également Ay, l'entier tel que A = 2”2(’\))\(2),
c’est-a-dire que A(g) = 3us(M) X\gA;. On peut rééerire

1 1 1
(57) = () -0 G

On pose
-1 A
Cy = Do ——), O3 = D3(—1)*N Oy = (-5, Co = D
<>\(2)> (AM) p|/\;p|£)[;p¢273 "
et 1
C= 02(70)0301\400,

qui Ventier tel que W(E)y;) = CW(Ey).

1) Supposons que E posséde des places de réduction multiplicative, c¢’est-a-dire que
Ay # 1. Soit pg un nombre premier qui ne divise pas Ag, qui n’est pas un carré modulo
Ay et tel que Ca(pg) = +1 et C3(pg) = +1. Un tel nombre premier existe par le lemme
chinois. Pour ce pg, on a bien W (Ep,;) = —W (Ey).

2) Supposons qu'il existe un nombre premier pg qui ne divise pas A tel que Ca(pg) = 1.
Alors par le lemme chinois, on peut choisir p { Ay un nombre premier qui est dans la méme
classe d’équivalence modulo 2%2 que pg et tel que C3 = Cpy = +1. Pour celui-ci, on aura
Co = +1 et par conséquent,

W(E) = W(E)).

3) D’un maniére similaire au point précédent, on démontre que s’il existe pg 1 Ag tel
que C3 = —1, alors on peut choisir A { Ap tel que C3 = Cjy = Cy = +1 et que pour ce A
on a

W(E) = W(Ex).
4) On suppose que pour tout A qui ne divise pas Ag, on a Co = C5 = Cpy = +1.
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Les lemmes et permettent de constater que si Cy est constant égal & +1,
alors on peut supposer que 2 1 Ag. De méme, si C3 est constant égal & +1, on peut
supposer que 3 1 Ag. On fait cette supposition, quitte & étudier plutét une tordue par %
ou % De ceci, on déduit qu’il existe une place de réduction de type I, ou I, sur la courbe
E :y? = 2%+ az + b en un pg différent de 2 et 3. Comme on a supposé que Cyy = +1,
cette place en pg est de type I;,. Le tableau de la section indique que D, = —(1%).

Pour faire varier le signe, on étudie la tordue d’une fibre en des t tel que t = ¢ mod p

et qui sont premiers & 6. Il existe une infinité de tels t. Dans ce cas, on a

W (Epyt) = DoW (Ey), par hypothese que Cy = C3 = Cyy = +1

_ (et _ (s
- (2 wiE (po)ww,s)
:—W<Et)

Ceci démontre que #W.(FE;) = oo pour tous les cas de a,b € Z.

3.2 Surfaces de la forme 3> = 2° + A(T)x ou 3> = 2° + B(T)

Les surfaces elliptiques d’invariant j = 0 (respectivement j = 1728) ont un comporte-
ment différent du cas général, car on retrouve des places génériques dont la réduction est
de type I1, IT* IV ou IV* (respectivement I11 ou I1T*).

3.2.1 Théoreme de variation pour les surfaces telles que j =0

Pour chaque ¢t € Z — {0}, on pose la courbe FEj; : y% = 2% +t.

Théoreme 3.2.1. Soit t est un entier sans facteur qui soit une puissance siziéme.
Soit t = 293011 13t3t4t3, ou o = va(t), B = v3(t) et t; € Ni =1,--- |5 sont premiers
entre eux et sans facteur carré. Posons 11 = titsts et 19 = toty.
Alors le signe peut s’exprimer sous la forme
—1 T2

W(E;) = —W2(Et)W3(Et)(TT)(§)~

De plus, il existe des entiers My = 2737 et My = 3 tels que W (E;) est constant pour
les t sans puissance sixiéme dont la partie 71 varie dans une classe de congruence modulo
M et dont la partie 5 varie dans une classe de congruence modulo M.

Il existe des (doubles) classes de t pour lesquelles W (E}) = +1, et d’autres classes pour
lesquelles W (E;) = —1.

Démonstration. Soit la famille de courbe elliptique E; : 42 = 23 4t indexée par la variable
t.
Nous supposons ¢ sans puissance sixiéme, c’est-a-dire que pour tout p, p® { ¢. La formule
du signe s’écrit
W(E) = —Wa(E)Ws(E) [ Wp(E).
plt, p#2,3

Comme auparavant, nous simplifierons les notations en écrivant W,(t) plutdt que W, (Ey).
Les formules pour les signes locaux en 2 et en 3 sont rappelées en appendice de ce chapitre.



100 3. VARIATION DU SIGNE DES FIBRES SUR LES SURFACES ELLIPTIQUES ISOTRIVIALES

Le signe local en 2 est constant sur une classe d’équivalence modulo 27 et que le signe
local en 3 est constant sur une classe d’équivalence modulo 37.
Ftudions a présent la partie produit de la formule du signe, c’est-a-dire

2t)= I WuE).
plt, p#2,3
D’apres la proposition [38, Prop. 2], nous avons dans ce cas-ci la formule suivante
+1  sivy(t) =0 mod 6;
2(t) = H (771) si vp(t) =1,3,5 mod 6;
plt.p#2,3 (_?3) sivp(t) =2,4 mod 6.
Soit, t = 2°3Pt1t3t3t412 ot t; sont premiers entre eux et divisibles ni par 2 ni par 3. On

pose 11 = t1t3l5 et T2 = taly.
Alors on sépare & en deux parties, selon si p|T; ou p|7e.

P = [[ Wp(Er) [T W)

plm plT2
~1 —3
= p|1:[1 (p)pHTz (=)
~ O =)

Ainsi, on trouve que la formule du signe est

W(E;) = —Wz(Et)W:s(Et)(*l)(E)-
'3
Le signe dépend donc des valeurs de t modulo 2737 et de 7 modulo 3. Notons qu’il est
possible de trouver une infinité de paires de ¢ de signes opposés. En effet, prenant ¢t = C'
mod 2737, on peut, en substituant 7, par un entier 75, premier & 671 et tel que 74 = —7y
mod 3, définir ¢’ = 2°3%¢, 75 dont le signe est opposé & celui de .
O

Remarque 53. On peut également déduire cette formule du théoréme 2.3.2] en remarquant
qu’une place mauvaise sur & est de type I, I1*, IV, IV* ou Ij.

Remarque 54. L’article [51] de Varilly-Alvarado donne des exemples de surfaces dont le
signe demeure constant :

y? =2 +6(271° + 1) (3.2)
et

y? = 23 +27% + 16. (3.3)

Pour la surface on considére pour toute fibre E; en t = = € Q la courbe suivante
qui lui est isomorphe sur Q :

Enn: y2 =23 4+ 27Tm5 + 16n5.

On remarque qu’on a —3 = (4m?/3n3)2 mod p et donc (773) = 1 pour tout p|f(¢).
La formule devient alors

W(E) = —Wa(E)Ws(Er) ((27m6_+116n6)2) '
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De plus, pour toute valeur de ¢, le reste modulo 3 de 27m5 4 16n% est 1.

Toutefois, il est possible de trouver une valeur de M; inférieur a celle donnée par le
théoreme, c’est & dire M; = 2737. Celle si sera M| = 243° = 16. La valeur minimale de
M> reste 3.

Or, on remarque que 27m® + 16n° tombe dans les classes d’équivalence 1,11 mod 16.
Ces valeurs correspondent a un signe positif.

3.2.2 Théoréme de variation pour les surfaces elliptiques telles que j =
1728

Pour tout t € Z — {0}, on pose la courbe E; : y? = 23 + tx.

Théoréme 3.2.2. Soit t est un entier sans facteur qui soit une puissance quatriéme.
Soit la décomposition t = 20‘35t%t%t3, avec les t; premiers entre eux et sans facteur
carré. On pose 1 = tit3.
Alors le signe peut s’écrire

W(E) = —WaEm(E) (=) (3)-

) \tz
De plus, il existe des entiers My = 2°3% et My = 4 tels que W (E}) est constant, pour
t sans puissance quatrieme dont la partie T varie dans une classe de congruence modulo
M et dont la partie to varie dans une classe de congruence modulo Ms.

Il existe des classes de t pour lesquelles W (Ey) = +1, et d’autres classes pour lesquelles
W(E) = —1.

Démonstration. Soit la famille de courbe elliptique E7 : y> = 23 + T indexée par la

variable T'.
Nous supposons que t est un entier sans facteur de degré 4. La formule du signe s’écrit
alors
W(E) = —Wa(E)Ws(E) ] Wp(E).
plt, p#2,3

Dorénavant, pour simplifier les notations, nous écrirons W)(t) plutét que Wy,(E;). Les
formules pour les signes locaux en 2 et en 3 sont données par le lemme [51, Lemme 4.7].

Nous avons des conditions sur v(t) modulo 4 et sur to modulo 16 qui déterminent le
signe local en 2.

Par exemple, la classe des ¢ = 8 mod 16, qui représente les ¢ tels que vqo(t) = 3,
contient tout aussi bien les ¢ tels que to =1 mod 16 que les t5 =5 mod 16 qui n’ont pas
le méme signe local en 2. Cependant, modulo 25, nous faisons la différence entre tous ces
cas. Le signe local en 2 sera donc constant sur une classe de congruence modulo 25. Le
signe local en 3, quant & lui, sera fixé sur une classe de congruence modulo 3*.

Etudions & présent la partie produit de la formule du signe, c’est-a-dire

[ w(E). (3.4)

plt,p#2,3

D’apres la proposition [38, Prop. 2|, nous avons dans ce cas-ci la formule suivante

+1  sivy(t) =0 mod 4;
II WoB)= ][ S(3) sivy(t)=2 mod4

=1
p
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Soit t = 20‘3575115%16%, ou t; sont premiers entre eux et divisibles ni par 2 ni par 3. On
pose 171 = tltg.
Alors on peut écrire t = 2*387 1ty et on sépare (3.4) en deux parties, selon si p|m; ou

plta.
H =TT wu(E) [T Wa(E)
plT1 plto

“EHTIEY)

GG
&)

Cela implique que le signe s’écrit

W(E) = ~WaEgWa(ED (=) (1)

Sa valeur dépend donc de la valeur de 71 modulo 2634 et de t5 modulo 4.
O

Remarque 55. On peut également déduire cette formule du théoréme [2.3.2| en remarquant
qu’une place mauvaise sur & est de type I11, I1T* ou Ij.

Remarque 56. Dans Darticle de Cassels et Schinzel [3], on démontre que les surfaces ellip-
tiques définies par
v =a(@® = (1+1?) (3.5)

et
y? = z(z? — 7?(1+t1)?) (3.6)

sont telles que toutes les fibres en ¢t € Q sont de méme signe. Sur le signe toujours
positif et sur [3.6] toujours négatif.

Remarquons qu’il est possible de trouver une valeur de M; inférieure a celle donné par
le théoréme. Celle-ci sera 2432 = 144.

Les seules valeurs que peut prendre le reste —(1 + ¢t*)? mod 16 sont —1 et —4, et
I'unique valeur du reste modulo 9 est —1. Grace au théoréme des restes chinois, on trouve
une petite quantité de valeurs possibles modulo 144 possible pour le reste de —(1 + t4)2,
et le signe qui leur est associé est +1.

Pour la surface on ne peut rien conclure sur la densité des points rationnels. Pour
Mtoutefois, le signe est négatif pour les classes possibles que peuvent prendre —72(1+4t4)2.
En supposant vraie la conjecture de parité, on peut en déduire que les points rationnels

de (3.6) est dense.

3.2.3 Formule des signes locaux en 2 et en 3

Voici les formules des signes locaux en 2 et en 3 pour les cas (A) et (B) de familles
de twists telles que décrites dans les lemmes 4.7 et 4.1 de Varilly-Alvarado [51]. Nous en
aurons besoin dans le chapitre 4, section [£.2.3] [£.2.4] pour calculer les signes locaux Ws et
Ws.
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Lemme 3.2.3. [51, Lemme 4.7]
Soit t un entier non nul et la courbe elliptique E; : y*> = 2° + tx dont on note Wa(t)

et Ws(t) les signes locauz en 2 et en 3. On pose to et ts comme étant les entiers tels que
t =2v2(M¢y = 3vWiy. Alors

—1 siva(t)=10u3 mod4etta=1ou3 modS§;

Walt) = ou st v2(t) =0 mod 4 ette =1,5,9,11,13 ou 15 mod 16;
2 ou st ve(t) =2 mod 4 ettty =1,3,5,7,11, ou 15 mod 16;
+1  sinon.

—1 siwv3(t) =2 mod 4;

+1  sinon.

Ws(t) = {

Lemme 3.2.4. [51, Lemme 4.1/
Soit t, un entier non nul et la courbe elliptique E; : y> = x> +t dont on note Wa(t)

et Ws(t) les signes locauz en 2 et en 3. On pose to et ts comme étant les entiers tels que
t =2v2(M¢y = 3vWiy . Alors

—1  siwvy(t) =0 ou2 mod 6;
Wa(t) = ou siva(t) =1,3,4 ou5 mod 6 et ta =3 mod 4;
+1, sinon.

-1 sivz(t)=1ou2 mod6 etts=1 mod 3;
ou siv3(t) =4 oub5 mod 6 et t3 =2 mod 3;

Ws(t) = ou siv3(t) =0 mod 6 ett3 =5 ou7 mod9;

ou siv3(t) =3 mod 6 etts =2 oud mod 9;

+1, sinon.
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Surfaces elliptiques rationnelles

4.1 Rappels sur les surfaces de Del Pezzo de degré 1

Une surface de Del Pezzo est une surface algébrique projective lisse X dont le diviseur
anticanonique —Kx est ample. Le degré de cette surface est le nombre d’autointersection
de Kx. Cest un entier 1 < d < 9.

Comme on l'a vu dans les sections [[.2.8] chaque surface de Del Pezzo de degré 1
est isomorphe & une hypersurface lisse de degré 6 dans P(1, 1,2, 3). Réciproquement, une
hypersurface lisse de degré 6 dans cet espace a poids est isomorphe & une surface de Del
Pezzo de degré 1.

Ce résultat décrit dans le livre de Kollar [21, p.174] démontre que la surface X peut
étre représentée par une équation de la forme

w? = 22 4+ F(x,y)z + G(z,y), (4.1)

ou F et G sont des polynémes homogenes de degrés respectivement 4 et 6 et les coordonnées
[x,y, z,w] sont prises dans ’espace projectif a poid P(1,1,2, 3).

En section [1.2.9, on explique qu'il y a un point rationnel canonique sur X, l'unique
point base du systéme linéaire anticanonique —Kx. Sur ’équation il s’agit du point
[z,y,z,w] = [0,0,1,1]. En éclatant ce point, on obtient une surface elliptique rationnelle
lisse d’équation de Weierstrass

v’ =23+ F(t, )z + G(t,1).

Dans la section [1.2.10] on calcule les points singuliers des surfaces elliptiques ration-
nelles et on en déduit la proposition suivante :

Proposition 4.1.1. Soit & une surface elliptique rationnelle et un modeéle minimal de
Weierstrass y* — 2° + A(t)x + B(t), ou A, B € Z[t] sont des polynémes de degré respecti-
vement 4 et 6.

On note X la surface obtenue de & par la contraction de la section a l'infini.

Alors X est une surface de Del Pezzo de degré 1 si et seulement si les places de & sont
de type II ou I.

4.2 Densité des points rationnels sur des surfaces ration-
nelles isotriviales

Les surfaces elliptiques rationnelles isotriviales sont de I'une des formes suivantes
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1. y? = 23+ aH(T,1)2x + bH(T,1)3, avec a,b € 7Z tels que 4a® + 27b% # 0 (telles que
i(T) € Q/{0,1728}),
Remarque 57. Une surface de cette forme est birationnelle a la surface

H(T,1)y? = 2% + ax +b.

2. y?2 =23 + A(T, 1)z (telles que j(T) = 1728),
3. y? =23 + B(T,1) (telles que j(T) = 0)
ou A, B, et H sont des polynémes homogenes de degré respectivement 2, 4 et 6.
On suppose également dans les équations précédentes que H n’est pas un carré, que

A n’est pas un bicarré et que B n’est pas une puissance sixieme. En effet, cela équivaut a
éviter le cas trivial ou il existe une courbe Ej telle que

& = Ey x P,

car alors

1. le signe est automatiquement constant,

2. si Ep(Q) est fini, alors &(Q) n’est pas dense.
Remarque 58. On déduit du lemme[d.1.T]que les surfaces elliptiques rationnelles isotriviales
(non triviales) des formes y? = 234+ H(t)?x + H(t)? et y? = 23 + A(t)x ne vérifient pas ces
propriétés. La contraction de la section neutre ne donne en aucun de ces cas une surface
de Del Pezzo de degré 1.

Cependant, une surface elliptique rationnelle isotriviale de la forme y? = 2% + B(t)
avec deg B > 5 et sans racine double respecte les critéres. Par conséquent, la contraction
de sa section neutre est une surface de Del Pezzo de degré 1.

4.2.1 Surfaces avec j(T') # 0,1728 : unirationalité

Théoreme 4.2.1. Soit & une surface rationnelle isotriviale d’équation
&Y =X34aH(T)3X +bH(T)?,

ot a,b € Z\{0} et H(T') est un polynome de degré < 2 qui n’est pas un carré.
Alors la surface est unirationnelle sur Q. En particulier, ses points rationnels sont
denses pour la densité de Zariski.

Remarque 59. Ce résultat est démontré par Rohrlich |38, Theoréme 3] sous ’hypothese a
priori restrictive qu’il existe une fibre de rang non nul. Cette hypothese est enlevée ici.

Démonstration. Remarquons qu’on peut munir la surface & de plusieurs fibrations.

E:HTY?=X34+aX+b

x Y t

Les deux derniéres, o et 3, sont des fibrations en courbes elliptiques. Bien que la
fibration définie par s soit isotriviale, celle définie par 2 ne 'est pas.

En effet, si on écrit H(T) = aoT? + a1 T + ag pour les coefficients «; appropriés, la
fibration @9 a pour fibre

&y = a2y2T2 + oqsz =X3+aX+b— Oéon
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qui peut, par changement de variables (d’abord avec 7" = a3yT et x = aX, puis t =
T’ 4 2524 s’écrire
&yt = x3 — 27ey(y)x — bdcg(y)

ot ¢4(y) = ada et cg(y) = (3o + = )y + a3b.

En calculant 'invariant j, on V01t que cette courbe n’est pas isotriviale, hormis dans
les cas ot @ = 0 (ca(y) est nul) et ag = ajag + Fada3, c'est-a-dire lorsque H est le carré
d’un polynéme linéaire (dans ce cas, & est triviale). Ces cas sont exclus par hypothese.

Par conséquent, on peut appliquer le théoréme [I.2.11] dt a Kollar et Mella, qui dé-
montre 'unirationalité de & muni de la fibration elliptique 3.

O]

Remarque 60. Dans une premieére version de larticle de Kollar-Mella [23], le théoréme
excluait le cas isotrivial. Le théoréme avait pour motivation de compléter ce
résultat. Cependant, le temps du dépot de cette thése, le résultat était complété par Kollar
et Mella eux-méme. Leur méthode differe toutefois de la notre, qui utilise la fibration non-
isotriviale o.

Remarque 61. Une autre approche pour démontrer le théoréme [4:2.T| aurait été l'utilisation
des travaux de Colliot-Théléne [?]. Le théoréeme 2 de cet article démontre que pour X,
une surface fibrée en coniques de degré 4, 'obstruction de Brauer-Manin au principe de
Hasse est la seule obstruction. Pour déduire de ceci le théoreme il faudrait vérifier
que le groupe de Brauer des surfaces étudiées (d’équation h(t)y? = 23 — ax ot degh = 2)
est bien réduit au groupe de Brauer de Q.

4.2.2 Surfaces avec j(T) = 1728 : point d’ordre infini

Nous étudions a présent les surfaces elliptiques rationnelles isotriviales de la forme
y? = 23 + 2 A(T) ot A € Z[T] est un polynome tel que deg A < 4.

La densité des points rationnels sur celles-ci est facilement démontrable lorsque deg A <
3. Nous nous intéressons donc aux surfaces telles que deg A = 4. On pose a4, ag, as, a1, ag €
7Z les coefficients tels que

A(T) = asT* + asT? + axT? + ai T + ao.

Dans un premier temps, remarquons que F(T) = ay4 ((T2 +anT + 90)2 + hT + h0>,
pour les constantes

_ dagay — a3 _a 2603 (ag + 2?) — (4azaq — a3)*
g0 801421 y g1 2(14’ 0= 26(13
et
by — 23a1a2 — az(4agay — a3)
= 23a3
Remarquons ce qui se produit lorsqu’on procéde au changement de variables 7" =
T—g1/2.

On a
g

62
T’4:T4—|—%T3+ﬂT2 91T+16

4
Par conséquent on peut écrire

F(T)=a4(T’4+< +2g )T2+( +2glgo)T+< +go+ho))
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En remplacant T2 et T par leurs expressions en fonction de 77, on obtient I’équation

suivante :
y? =23 4 agr(T™ + AT + AT + Ayp),
ou )
g1
Ay = - ==
2 (90 D) )7
3
g
A= (?1 + azg1)
et

911 2
AO = (—274 "‘go + ho)

Par conséquent, on peut supposer que as = 0 par le changement de variables expliqué
précédemment.
On peut munir la surface & des fibrations suivantes.

E:Y?2=X34+ AT)X
/ ‘P{ K
T Y t

La fibration initiale est 3. Pour &, ¢ : (z,y,t) — x est une fibration en courbes de
genre 1 (a priori sans section). L’équation de la fibre en x s’écrit sous cette forme :

Cyp - y? = agxt? + agat® + arat + (apz + 23).

C’est une courbe de genre 1 avec deux points a infini, notés co; et oco_, qui sont
rationnels si et seulement si x € a,Q*?.

Proposition 4.2.2. Soit P, = cl((co4) — (00-)) € C(Q) pour z € asQ*2.
Alors,
— st a1 = 0, le point P, est d’ordre 2,
— siay #0, P, est d’ordre infini (sauf pour un nombre fini d’exceptions).

Démonstration. Explicitement, si on pose u = % et v = t%7 on a en coordonnée (u,v) :
oot = (0,b), et co_ = (0, —b).
Supposons que b?* = ayx pour un certain rationnel b. On écrit

Cy : y® = b2 4+ aprt® + arat + agr + 25,

On procede au changement de variables Y = \/%, pour obtenir ’équation :
2
a a ap+ T
Cp:y2=Tty B2y Upy GOTT
ayq ay aq

Par conséquent, on peut écrire le c6té droit de ’équation sous la forme suivante :

G(T)? + H(T),

G(T) =T%+ g
H(T) = th =+ ho,
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et ou les g; et les h; sont donnés en termes des a;. Explicitement, on a

as 22a4(ag + %) — a3
90 = 277 0= 2 2
(I4 2 a4
et a
h =
1=
L’équation de la courbe s’écrit
Y +G(T)(Y —G(T)) = H(T). (4.2)
On pose Y + G(T) = R, de fagon a ce que
H(T)
Y -G(T)=
()=~
et que
H(T)
2G(T) =R — ——.
() =

On pose de plus RT = S.
En multipliant I’équation (4.2]) par R, on obtient

25" +2goR”* = R® — 1S’ — hoR'. (4.3)

Finalement, on procéde au changement de variable (R,S) = (2R’,25") pour obtenir
I’équation de Weierstrass générale suivante pour C,. Ces changements de variables sont
aussi décrits dans la section [L1.3l

24 Me g grz_lop (4.4)

4 4
Etudions vers quels points de cette nouvelle courbe sont envoyés les deux points a

Iinfini coy et co_— mentionnés précédemment. On commence par regarder la coordonnée
en R de ceux-ci.

On a
2R:R’:Y+G(T):%+T2+go.

Posons T = % ety =0vT? = -7 car il sera alors plus facile d’étudier les poles. On a

v 1

oR= " 4
u2b + u? + 90

uv + b+ gou?b
bu? '

Pour ooy, on a (u,v) = (0,b) et pour co_, on a (u,v) = (0, —b). Par conséquent, on a
R(004) = o0 (c’est un pole), et R(co_) = 0.

A présent, étudions la valeur de leurs coordonnées en S.
Remarquons que

y? = G(T)* + H(T)

SERIORE

~—



110 4. SURFACES ELLIPTIQUES RATIONNELLES

(- () GmreB) -7
M (uzb - GQ)) T ij[q(fzg(%)b N v?f(flbf];iﬁl)

1
u

25 =5 =T(Y +G(T))
~ub(hy + hou)
" (v b— gou?)

Par conséquent, on a
hy

4

Remarquons qu’il s’agit des deux points évidents sur la courbe On pose de fagon
naturelle le point obtenu de oo} comme point marqué de la courbe Cy, c¢’est-a-dire comme
I’élément neutre de la loi de groupe de ’ensemble des points rationnels. On a dans cette
configuration (0, —%) = [~1](0,0).

Dans un premier temps, on déduit que si hy = % = 0, on a que le point ( ,—%)
est d’ordre 2. Par la suite, on étudiera l'ordre de @ = (0,0) dans le cas ou hy # 0. On
remarque que son ordre sera le méme que celui du point provenant de co_.

On utilisera la proposition [I.1.3] un résultat de Lutz et Nagell présenté dans la section
Celle-ci dit que si E/Q une courbe elliptique d’équation de Weierstrass y? = 3 +
Az + B, A,B € Z et que P € E(Q) est un point de torsion différent du point & 'infini,
alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. z(P),y(P) € Z.
2. On a ou bien [2]P = O ou bien z([2]P) € Z.

Pour utiliser ce théoreme, il faut commencer par s’assurer que les coefficients de la
courbe elliptique que nous considérons (notons les A;) sont bien entiers. Comme les coef-
ficients de C, ne sont pas forcément entier, on choisira un entier o approprié qui rend le
modele entier.

On pose u et v des entiers premiers entre eux tels que z = % Si on pose a = 2 - aqv,
les coefficients de la courbe suivante sont entiers

h h
3ZIS =R —a’gR? - 044ZOR.

S(coy) =00 et S(oo) =

Cl 5%+«

(En réalité, il est suffisant de prendre a = 2a4w oul w est un entier tel que v? | w.)
On va montrer que si h; # 0, le point ) n’est pas de 2-torsion pour une infinité de
valeurs de z. On étudie quand R([2]Q) est entier. Pour tout P € C;(Q), on a

3R(P)? — 2a%goR(P) — a*ho 2
RI2P) = (S5 oy )~ 2R(P) +a%e
4
On a donc i,
4oy 2
R(21Q) = (g7, ) + 4000

Pour que cette coordonnée soit entiére, il faut que ahy divise a*hy.
) 3
Rappelons que = = ¢ pour des u,v € Z premiers entre eux. On a

2
a4h0 =A (u> + B,

v
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oit A =2%a3v? et B = 2%alapu* — 22a2a3vt.
Quant & a3hq, c’est un entier de valeur

a’hy = 23aia1v3.

Si on a a®hy | a*hg pour tout x € Q*ay, alors a®h; divise B (on obtient ceci en
prenant = = (a3h;)?ay par exemple). Par conséquent, ah; divise Az? pour tout choix de
x. Choisissons v premier & 2a4. Dans ce cas, on a une contradiction car Azr? = 23a3v?(2a4u)
doit étre divisible par 23a2a;v?, mais v est supposé premier & 2a4 et & u. Cette contradiction
montre que pour tout € Q** a4 dont le dénominateur est premier avec 2ay4, le point @Q
est d’ordre infini sur la courbe C,.

Nous compléetons la démonstration grace au théoreme de spécialisation de Silverman
(voir [46] et [45, Théoreme 11.4, Chapitre III]). A priori, la fibration

©a: (52—>IP1
(z,y,t) — .

n’est pas une surface elliptique sur Q. Cependant, considérons ’application

¢: Pt — P!
2

2T = aq2°.

et le produit fibré &’ de & par rapport a celle-ci. Par I’argument précédent, &’ possede
deux sections coy et oo_. C’est donc une surface elliptique sur Q. Choisissons comme
section canonique 0o .

Si il existe un changement de variable linéaire tel que A = AT + AT? + Ay, alors
oo_ est un point de torsion sur toute fibre en z = az? de &. Par conséquent, la section
004 (z) est de torsion pour tout z.

S’il n’existe pas de tel changement de variable, alors le point co_ est d’ordre infini pour
une infinité de fibres de &. Par conséquent, le théoréme de spécialisation de Silverman
garantit que oco_(z) est d’ordre infini sur toute fibre de &’ sauf un nombre fini d’entre
elles. O

On déduit directement de cette proposition le théoréme suivant :
Théoréme 4.2.3. Soit & une surface elliptique rationnelle d’équation
&:T? = X3 + A(T)X,

ot A(T) est un polynome de degré 4 a coefficients entiers.
On suppose qu’il n’existe pas de changement de variables linéaires T — T + b tel que
A est de la forme
A(T') = AyT™ + AT + Ay,

ol A4, AQ, A() c 7.
Alors, les points rationnels de & sont denses pour la topologie de Zariski.

Remarque 62. Les surfaces qui ne sont pas traitées par ce théoreme sont de la forme :
y? = 23 + x(agT* + 4bay T3 + (6b%ay + az)T? + (40 + 2baz)T + asb* + asb?® + ag)

pour un certain b € Q et aq, as, ag € Z tels que a% — dagqag € Q.
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Démonstration. Quitte a faire un changement de variable, on peut supposer que a; =
az = 0. Pour ces surfaces, 'application (z,y,t) — x est une fibration en courbe de genre 1
dont une infinité de fibres (en fait toute fibre en x € a4Q*? sauf un nombre fini) possédent
une structure de groupe et un point d’ordre infini. Cela démontre la densité des points
rationnels de &(Q). O

Supposons que la surface considérée soit telle que A; = 0. La proposition [£.2.2] dé-
montre que pour presque tout & € a4Q*? la courbe elliptique C, posséde un point d’ordre
2, mais cela ne permet pas de conclure sur la densité des points rationnels.

Des différents arguments permettent toutefois de démontrer la densité.

Théoreme 4.2.4. Soit & une surface elliptique rationnelle qui admet l’équation de Weiers-
trass
y? =23 + A(T? — a)(T? - B)z,

ou A, a, 8 € Q.
Alors les points rationnels sont Zariski-dense.

Démonstration. Par le changement de variable X = (T? — a)z et Y = (T? — a)?y, on
obtient I’équation
Y2 = (T? — ) X3+ A(T? - B)(T? — a)'X

qui est isomorphe a
V2= (T% - a)X3 + A(T? - B)X.

Un remaniement permet ensuite d’obtenir pour & 1’équation
Y2 -T?(X? - AX)+ (aX3+ XAB) =0

qui est un fibré en conique.
Ce fibré a moins de 6 fibres singuliéres. Le corollaire 8 de l'article de Kollar et Mella [23]
démontre donc I'unirationnalité de &. Par conséquent, les points rationnels sont denses. [

Pour conclure cette section, remarquons qu'un argument général permet de démontrer
la densité des points rationnels pour toutes les surfaces elliptiques rationnelles isotriviales
de j-invariant 1728.

Théoréme 4.2.5. Soit & une surface elliptique rationnelle isotriviale d’invariant j(T) =
1728.
Alors les points rationnels sont Zariski-denses.

Démonstration. Soit & une surface elliptique rationnelle isotriviale de j-invariant J(7') =
1728.

Rappelons le théoréme d’Iskovskih présenté en section [I.2.7 qui dit qu’une surface
elliptique rationnelle posséde un modeéle minimal X/Q qui est :

1. soit un fibré en coniques de degré 1,
2. soit une surface de Del Pezzo.

Soit X le modele minimal de &.

Par la remarque X n’est en aucun cas une surface de Del Pezzo de degré 1.

Dans les cas ol le modeéle minimal est un fibré en conique de degré 1, I'article de Kollar
et Mella [23] démontre 'unirationalité de X, et donc la densité de ses points rationnels.
Par conséquent, il en est de méme pour &.
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Dans les cas ou le modele minimal est une surface de Del Pezzo de degré > 3, les
travaux de Segre et Manin [28] démontrent 'unirationnalité de X et de &

Il reste a traiter le cas ou X est une surface de Del Pezzo de degré 2. Dans ce cas,
étudions les sections de & :

1. La section des points a l'infini [0, y, 0, 0].

2. La section exhibée par la proposition [x,;—éj,%,l] ouu = 0,b = /asx et
x € a4Q*2.
3. La section [0,0,¢,1].

Si la contraction de deux d’entre elles donne une surface de Del Pezzo de degré 2, alors
I'image de la troisieme est une courbe rationnelle. Si c’est une courbe exceptionnelle, on
peut la contracter pour obtenir une surface de Del Pezzo de degré 3, sur laquelle les points
rationnels sont denses. Si ce n’est pas une courbe exceptionnelle, elle permet toutefois de
trouver une infinité de point sur X. Par conséquent, il en existe qui ne sont ni sur une
courbe exceptionnelle si sur une quartique distinguée. On peut donc appliquer les travaux
de Salgado, Testa et Varilly-Alvarado qui démontre I'unirationalité et la densité des points
rationnels de X et de &.

O

4.2.3 Surfaces avec j(7T) = 0 : variation du signe
Soit X une surface elliptique rationnelle d’équation de Weierstrass
Xy =23+ F(T,1).

On ne connait pas d’argument géométrique général comme ceux présentés dans les
sections précédentes pour démontrer la densité des points rationnels. On peut toutefois
s’intéresser a la variation du signe des fibres de la surface. Plus précisément, on souhaite
étudier la cardinalité des ensembles

Wi(&) = {t € QW (&)}-

Si la cardinalité de W_, est infinie, le théoreme [I.2.1] permet ensuite de conclure la
densité des points rationnels conditionnellement a la conjecture de parité.

Nous avons établi des formules pour le signe dans la section [3.2} Par ces formules, nous
savons que le signe sur ces surfaces peut étre constant dans certain cas.

Dans la suite de cette section, nous cernons des conditions pour que le signe des fibres
de la surface elliptique sous-jacente soit invariant et déterminerons quel est ce signe.

Notation 6. Pour un entier N et un nombre premier p, on notera N, l'entier tel que
N = pUP(N)Np_

Théoréme 4.2.6. Soit & une surface elliptique d’équation de Weierstrass
& y* =2 +al"+0b,

ot a,beZ et C=a,b).
Alors la fonction du signe est constante si et seulement si on a a/C = 3A? et b/C = B?
pour des entiers A et B qui respectent une des options de chacune des listes suivantes.
En particulier, si on pose

o = #{p tel que p*|C et p=2 mod 3},

le signe de la surface elliptique & est égal a W (&;) = +1 pour toute fibre & non singuliére
(t € Q) si et seulement si
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1. o est pair et les entiers A, B, C relatifs a la surface satisfont
(a) une option de A. et une option de 2;
(b) une option de B. et une option de 1,
2. o est impair et les entiers A, B,C relatifs d la surface satisfont
(a) une option de A. et une option de 1;
(b) une option de B. et une option de 2.
Premiére liste :
A. On a et Co =3 mod 4 et un des cas suivants :
(a) va(A) et vo(B) =0 mod 3 et v2(C) =0 mod 6
(b) v2(A) =1 mod 3 et
i. v2(C)=0 mod 6
it. v2(C) =4 mod 6
(¢c) v2(B) =1 mod 3 et
i. v2(C)=0 mod 6
ii. v2(C') =2 mod 6
(d) v2(A) =2 mod 3 et
i. v2(C) =2 mod 6
it. v2(C) =4 mod 6
(e) va(B) =2 mod 3 et
i. v2(C)=0 mod 6
1. v2(C) =2 mod 6
B. Ona(Cy =1 mod 4 et un des cas suivants :
(a) va(A) et va(B) =0 mod 3 et v2(C) =0 mod 6
(b) v2(A) =1 mod 3 et
i. v2(C) =0 mod 6
1. v2(C) =2 mod 6
(c) v2(B) =1 mod 3 et
i. v2(C)=0 mod 6
ii. v2(C) =4 mod 6
(d) v2(A) =2 mod 3 et
i. v2(C)=0 mod 6
ii. v2(C) =2 mod 6
(e) v2(B) =2 mod 3 et
i. v2(C) =2 mod 6
it. v2(C) =4 mod 6

Seconde liste :
Notation : Si va(A) =0, on pose k = vo(B) — 1 et A’ = By, B’ = As. Sinon, on pose
k=wv9(A) et A = Ay, B' = Bs.
1. (a) k=0 mod 3,
i. v3(C) =3 mod 6
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A. B?=1 mod 9 et C3 =4 mod 9,
B. B?=4 mod9 et C3=1 mod 9,
C. B?=7 mod9 et C3="7 mod 9,
it. v3(C) =5 mod 6
A. A? =1 mod 9 et C3=2,8 mod 9,
B. A?=4 mod9 et C3=2,5 mod 9,
C. A?2=7 mod9 et C3=5,8 mod 9,
iti. v3(C) =0 mod 6
A. B?=1 mod 9 et C3=1,4 mod 9,
B. B?=4 mod9 et C3=1,7 mod 9,
C. B?=7 mod9 et C3=4,7 mod 9,
. v3(C) =2 mod 6
A. A% =1 mod9 et C3=2 mod 9,
B. A?=4 mod9 et C3=5 mod 9,
C. A?=7 mod 9 et C3=8 mod 9,
(b) k=1 mod 3,
i. v3(C) =0 mod 6
C3=1 mod9. A?=1,4 mod9 et B?=7 mod 9,
C3=2 mod9. A?2=1,4 mod9 et B?=7 mod 9,
C3=4 mod9. A?=1,7 mod 9 et B> =4 mod 9,
=5 mod 9. A2=4,7 mod 9 et B?=1 mod 9,
C3=7 mod9. A2=4,7 mod 9 et B?=1 mod 9,
C3=8 mod9. A2=1,7 mod 9 et B?=4 mod 9,
it. v3(C)=1,4 mod 6 et C3 =1 mod 3,
1. v3(C') =2,5 mod 6 et C3 =2 mod 3,
iv. v3(C) =3 mod 6
C3=1 mod 9. B?=1,4 mod 9 et A?=4 mod 9,
C3=2 mod 9. B?2=1,4 mod 9 et A”=1 mod 9,
C3=4 mod9. B?2=1,7 mod 9 et A”=1 mod 9,
mod 9. B?=4,7 mod 9 et A” =4 mod 9,
C3=7 mod9. B2=4,7 mod 9 et A” =7 mod 9,
C3=8 mod9. B?=1,7 mod 9 et A? =7 mod 9,
(¢) k=2 mod 3
i. v3(C)=1 mod 6
A. A? =1 mod 9 et C3=1,4 mod 9,
B. A?=4 mod 9 etC3=1,7 mod 9,
C. A?2=7 mod9 et C3=4,7 mod 9,
ii. v3(C') =3 mod 6
A. B?=1 mod 9 et C3 =2 mod 9,
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B. B?=4 mod9 et(C3=5 mod 9,
C. B?=7 mod9 et C3=8 mod 9,
i1i. v3(C') =0 mod 6
A. B?=1 mod9 et C3=2,8 mod 9,
B. B?=4 mod 9 et C3=2,5 mod 9,
C. B?=7 mod9 et C3=5,8 mod 9,
. v3(C) =4 mod 6
A. A?=1 mod 9 et C3=4 mod 9,
B. A?”=4 mod9 et C3=1 mod 9,
C. A?2=7 mod9 et C3=7 mod 9,
2. (a) k=0 mod 3,
i. v3(C) =0 mod 6
A. B?=1 mod9 et C3=5 mod 9,
B. B?=4 mod9 et C3=8 mod 9,
C. B?=7 mod9 et C3=2 mod 9,
ii. v3(C) =2 mod 6
A. A?=1 mod9 et C3=1,7 mod 9,
B. A?=4 mod9 et C3=4,7 mod 9,
C. A?2=7 mod9 et C3=1,4 mod 9,
iti. v3(C) =3 mod 6
A. B?=1 mod9 et C3=5,8 mod 9,
B. B?=4 mod 9 et C3=2,8 mod 9,
C. B?=7 mod9 et C3=2,5 mod 9,
iv. v3(C) =5 mod 6
A. A% =1 mod9 et C3=7 mod 9,
B. A” =4 mod 9 et C3=4 mod 9,
C. A%2=7 mod9 etC3=1 mod 9,
(b) k=1 mod 3,
i. v3(C) =0 mod 6
C3=1 mod9. B2=1,4 mod 9 et A” =7 mod 9,
C3=2 mod9. B?=1,4 mod 9 et A2 =7 mod 9,
C3=4 mod9. B?=1,7 mod 9 et A” =4 mod 9,
C3=5 mod 9. B?2=4,7 mod 9 et A”=1 mod 9,
C3=7 mod 9. B?=4,7 mod 9 et A”=1 mod 9,
C3=8 mod9. B?=1,7 mod 9 et A” =4 mod 9,
ii. v3(C) =14 mod 6 et C3 =2 mod 3,
i1i. v3(C)=2,5 mod 6 et C53 =1 mod 3,
iv. v3(C) =3 mod 6
A. C3=1 mod 9. A?=4 mod 9 et B?=1,4 mod 9,

SIS OIS S
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C3=2 mod 9. A2=1 mod9 et B?=1,4 mod 9,
C3=4 mod9. A2=1 mod9 et B?=1,7 mod 9,
mod 9. A2 =4 mod 9 et B?=4,7 mod 9,
C3=7 mod 9. A2=7 mod9 et B?=4,7 mod 9,
C3=8 mod9. A?=7 mod 9 et B?=1,7 mod 9,
(¢c) k=2 mod 3
i. v3(C) =0 mod 6
A. B?=1 mod9 et C3=5 mod 9,
B. B?=4 mod 9 et C3 =8 mod 9,
C. B?=7 mod 9 et C3=2 mod 9,
it. v3(C) =1 mod 6
A. A%?=1 mod 9 et C3=5 mod 9,
B. A?”=4 mod 9 et C3=8 mod 9,
C. A?2=7 mod9 et C3=2 mod 9,
iti. v3(C)=3 mod 6
A. B?=1 mod9 et C3=1,7 mod 9,
B. B?=4 mod 9 et C3=4,7 mod 9,
C. B?=7 mod9 et C3=1,4 mod 9,
iv. v3(C) =4 mod 6
A. A% =1 mod9 et C3=5,8 mod 9,
B. A?=4 mod 9 et C3=2,8 mod 9,
C. A?2=7 mod9 et C3=2,5 mod 9,

SIS RS RO ERS
&
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Pour les surfaces qui ont un signe négatif sur toute fibre non singuliére, la conjecture
de parité avance que le rang des fibres de ces surfaces elliptiques est toujours strictement
positif. Pour celles dont le signe est partout positif, cependant et il n’est pas possible de
conclure quelque chose sur la densité des points rationnels a partir de I’étude du signe.

Exemple 2. Soit la surface elliptique définie par ’équation
y? = 23 +39(27T° + 1).

Par le théoréme [£.2.6] la fonction du signe des fibres est constante lorsque ¢ varie dans Q.

En effet, on a ¢ = 0 (donc pair), v2(C) =0, Cy =3 mod 4 (donc & fait partie de la
liste B.), v3(C) = 1, v2(A) = 1 et C3 =1 mod 3 (donc & fait partie de la liste 1). Par
conséquent, on a

W(&) = +1.

Exemple 3. Si on prend les mémes hypotheses que dans ’exemple précédent, mais qu’on
choisit plutét un C3 =2 mod 3, le signe sera —1.
Par exemple, cela est vrai pour la surface définie par 1’équation

&yt =23+ 152710 + 1).

Dans la démonstration de ce théoreme, on utilise deux lemmes qui étudient différentes
parties de la formule du signe.
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Lemme 4.2.7. Soit & une surface elliptique d’équation de Weierstrass
& y? =%+ C(3A°TC 4 B?),

ot A,B,C € Z et pged(A, B) = 1.
Lorsque va(B) = 0, on pose k = va(A), A’ = Az et B’ = Bs. Si v2(A) = 0, on pose
k=uvy(B)—1, A' = By et B' = As.
La fonction wz(t) = W3(&)(—1)"3") est constante si et seulement si
1. k=0 mod 3,
(a) v3(C) =0 mod 6
i. B?=1 mod 9 et C3=5 mod 9,
ii. B?=4 mod9 et C3=8 mod 9,
iii. B? =7 mod 9 et C3 =2 mod 9,
(b) v3(C) =2 mod 6
i. A2=1 mod 9 et C3=1,7 mod 9,
ii. A =4 mod 9 et C3=4,7 mod 9,
jii. A =7 mod9 et C3=1,4 mod 9,
(c) v3(C) =3 mod 6
i. B?=1 mod 9 et C3=4 mod 9,
ii. B?=4 mod 9 et C3=1 mod 9,
iii. B?=7 mod9 et C3 =7 mod 9,
(d) v3(C) =5 mod 6
i. A2=1 mod 9 et C3=2,8 mod 9,
ii. A2=4 mod 9 et C3=2,5 mod 9,
iii. A =7 mod9 et C3=5,8 mod 9,
2. k=1 mod 3,
(a) v3(C) =0 mod 6
i. C3=1 mod 9. B?=1,4 mod 9 et A2=7 mod 9,
ii. C3=2 mod9. B?=1,4 mod9 et A2 =7 mod 9,
iii. C3=4 mod 9. B?=1,7 mod 9 et A”” =4 mod 9,
iv. C3=5 mod 9. B?=4,7 mod 9 et A”=1 mod 9,
v. C3=7 mod 9. B?=4,7 mod 9 et A2=1 mod 9,
vi. C3=8 mod 9. B?=1,7 mod 9 et A> =4 mod 9,
(b) v3(C)=1,2 mod 6 et C3 =1 mod 3,
(¢) v3(C) =3 mod 6
i. C35=1 mod 9. B?=1,4 mod9 et A”” =4 mod 9,
ii. C3=2 mod9. B?=1,4 mod9 et A”2=1 mod 9,
iii. C3=4 mod 9. B?=1,7 mod 9 et A2=1 mod 9,
iv. C3=5 mod 9. B?=4,7 mod 9 et A?=4 mod 9,
v. C3=7 mod 9. B?=4,7 mod 9 et A> =7 mod 9,
vi. C3=8 mod 9. B?=1,7 mod 9 et A” =7 mod 9,
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(d) v3(C)=4,5 mod 6 et C3 =2 mod 3,
3. k=2 mod 3
(a) v3(C) =0 mod 6
i. B?=1 mod 9 et C3=5 mod 9,
ii. B?=4 mod9 et C3=8 mod 9,
iii. B? =7 mod 9 et C3 =2 mod 9,
(b) v3(C)=1 mod 6
i. A2=1 mod 9 et C3=1,4 mod 9,
ii. A” =4 mod 9 et C3=1,7 mod 9,
jii. A =7 mod9 et C3=4,7 mod 9,
(¢) v3(C) =3 mod 6
i. B?2=1 mod 9 et C3 =2 mod 9,
ii. B?=4 mod 9 et C3=5 mod 9,
iii. B? =7 mod9 et C3 =8 mod 9,
(d) v3(C) =4 mod 6
i. A2=1 mod 9 et C3=15,8 mod 9,
ii. A”=4 mod9 et C3=2,8 mod 9,
iii. A =7 mod9 et C3=2,5 mod 9,
auz quels cas ws(t) = (—1)v3(O)+1
1. k=0 mod 3,
(a) v3(C) =0 mod 6
i. B?=1 mod 9 et C3=1,4 mod 9,
ii. B?=4 mod 9 et C3=1,7 mod 9,
iii. B?=7 mod9 et C3 =4,7 mod 9,
(b) v3(C) =2 mod 6
i. A”=1 mod 9 et C3 =2 mod 9,
ii. A =4 mod 9 et C3=5 mod 9,
iii. A2=7 mod 9 et C3=8 mod 9,
(c) v3(C) =3 mod 6
i. B?=1 mod9 et C3=5,8 mod 9,
. B? =4 mod9 et C3=2,8 mod 9,
iii. B?=7 mod9 et C3=2,5 mod 9,
(d) v3(C) =5 mod 6
i. A2=1 mod 9 et C3=7 mod 9,
ii. A =4 mod9 et C3=4 mod 9,
iii. A =7 mod9 et C3=1 mod 9,
2. k=1 mod 3,
(a) v3(C) =0 mod 6
i. C3=1 mod9. A?=1,4 mod 9 et B?=7 mod 9,
ii. C3=2 mod9. A?=1,4 mod 9 et B?=7 mod 9,

, Ou encore
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iii. C3 =4 mod 9. A?=1,7 mod 9 et B? =4 mod 9,
iv. C3=5 mod 9. A2=4,7 mod 9 et B?=1 mod 9,
v. C3=7 mod 9. A2=4,7 mod 9 et B?=1 mod 9,
vi. C3=8 mod9. A2=1,7 mod 9 et B?> =4 mod 9,
(b) v3(C)=1,2 mod 6 et C3 =2 mod 3,
(c) v3(C) =3 mod 6
i. C5=1 mod 9. A?=4 mod9 et B?=1,4 mod 9,
ii. C3=2 mod9. A?=1 mod9 et B?=1,4 mod 9,
iii. C3=4 mod 9. A?=1 mod9 et B?=1,7 mod 9,
iv. C3=5 mod 9. A2=4 mod 9 et B> =4,7 mod 9,
v. C3=7 mod9. A2=7 mod 9 et B?=4,7 mod 9,
vi. C3=8 mod 9. A2=7 mod 9 et B?=1,7 mod 9,
(d) v3(C)=4,5 mod 6 et C3 =2 mod 3,
3. k=2 mod 3
(a) v3(C) =0 mod 6
i. B?=1 mod 9 et C3 =2,8 mod 9,
ii. B?=4 mod9 et C3=2,5 mod 9,
iii. B?=7 mod9 et C3=5,8 mod 9,
(b) v3(C)=1 mod 6
i. A2=1 mod 9 et C3=5 mod 9,
ii. A =4 mod9 et C3=8 mod 9,
iii. A =7 mod 9 et C3=2 mod 9,
(c) v3(C) =3 mod 6
i. B?=1 mod9 et C3=1,7 mod 9,
ii. B?=4 mod9 et C3=4,7 mod 9,
iii. B?=7 mod9 et C3=1,4 mod 9,
(d) v3(C) =4 mod 6
i. A”=1 mod 9 et C3 =4 mod 9,
ii. A” =4 mod 9 et C3=1 mod 9,
iii. A =7 mod9 et C3=7 mod 9,

auz quels cas ws(t) = (—1)v(©),

Démonstration. Soit § = C(3A2mS5 + B2nb).
Supposons que v3(A) =k et v3(B) = 0.
Soit (m,n) un couple d’entiers premiers entre eux tels que 6vz(n) < 2k + 1. On a

v3(8) = v3(C) mod 6 et 53 = C3B*n® mod 9. Sur ce choix de (m,n), la fonction wy est
constante :

(—1)»@+1 5 y3(C)=1,2 mod 6et C3=1 mod 3
et siv3(C)=4,5 mod6et C3=2 mod 3,
ws(t) = siv3(C)=0 mod6et C3B2=5,7 mod9
siv3(C)=3 mod6et C3B2=2,4 mod9
(—1)vs(©) sinon.
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Supposons a présent que 6vz(n) > 2k + 1. On a dans ce cas v3(d) = v3(C) + 2k + 1 et
83 = C3A%m*. De méme que précédement, on trouve que sur ce choix de (m,n), la valeur
de w3 est

(=1)u©) siv3(C)+2k=0,2 mod6et C3=1 mod 3
et siv3(C)+2k=3,4 mod6et C3=2 mod 3,
ws(t) = siv3(C)+2k=5 mod 6 et C3B2=5,7 mod 9
sivg(C)+2k=2 mod6et C3B2=2,4 mod 9
(=1)*3(©)  sinon.

En remarquant que C3B%? = 5,7 mod 9 dans les cas suivants :
1. B2=1 mod 9et C3=5,7 mod 9
2. B?=4 mod 9et C3=4,8 mod9
3. B2=7 mod9et C3=1,2 mod 9
et que C3B? = 2,4 mod 9 dans les cas suivants :
1. B2=1 mod 9et C3=2,4 mod 9
2. B?=4 mod9et C3=1,5 mod 9
3. B2=7 mod9et C3=7,8 mod 9

on en déduit que la fonction ws est constante dans les cas de 1’énoncé. On procede pour
ce faire en comparant les deux formules pour chaque cas de £ mod 3.

Lorsque v3(A) = 0 et vy(B) = [, on procéde d’'une maniére similaire pour obtenir
les conditions précédentes, ot k = [ — 1 et en interchangeant A et B, afin d’obtenir une
fonction w3 est constante. O

Lemme 4.2.8. Soit & une surface elliptique d’équation de Weierstrass
& y? =2+ C(3A* TS + Bz,

ot A,B,C € Z et pged(A,B) = 1. Pout t = % € Q, on pose § = C(A%*u* + B%v*). On
note 0y Uentier tel que 6 = 2°°9298,. La valeur de la fonction wo(t) := Wo(&}) (3—21) est
constante égale a (6—21) lorsque t € Q wvarie si et
1. v9(A) et v2(B) =0 mod 3 et v2(C) =0 mod 6
2. v3(A) =1 mod 3 et
(a) v2(C) =0 mod 6
(b) v2(C) =2 mod 6 et Cs
(c) v2(C) =4 mod 6 et Cy
3. va(B) =1 mod 3 et
(a) v2(C) =0 mod 6
(b) v2(C) =2 mod 6 et C2 =3 mod 4
(c) v2(C) =4 mod 6 et C2 =1 mod 4
4. v3(A) =2 mod 3 et
(a) v2(C) =0 mod 6 et Co =1 mod 4
(b) v2(C) =2 mod 6
(¢) v2(C) =4 mod 6 et Co =3 mod 4

mod 4
mod 4

Il
w =



122 4. SURFACES ELLIPTIQUES RATIONNELLES

5. v9(B)=2 mod 3 et
(a) v2(C) =0 mod 6 et Co =3 mod 4
(b) v2(C) =2 mod 6
(c) v2(C) =4 mod 6 et C2 =1 mod 4
Démonstration. Supposons que va(A) =k € N et va(B) = 0.

Soit (m,n) un couple d’entiers premiers entre eux.

Si 6v2(n) < 2k, alors v2(d) = v2(C') mod 6 et 63 = Cy mod 4. On a donc

(%) si v2(C0) =1,3,4,5 mod6et Co=1 mod4
wa(t) = — (6—;) si v2(C9) =0,2
ou si v2(Cd) =1,3,4,5 mod 6 et Co =3 mod 4

Remarquons que cette formule s’applique aussi aux (m,n) € Z? tels que 2 | m.
Si 6ve(n) > 2k, alors va(d) = v2(C) + 2k mod 6 et 62 = 3Cy mod 4. On a donc

02) siva(Co)+2k=1,3,4,5 mod6et Co =3 mod4
(C—l) si v2(C0) +2k =0,2
ou si v2(Cd) =1,3,4,5 mod6et Co =1 mod 4

De ces formules, on déduit le comportement suivant de la fonction we(t) lorsque
6va(n) # 2k.

Lorsque k est divisible par 3, alors la fonction wy est constante égale a — (6—;) si
v2(C) = 0,2 mod 6.

Lorsque £ =1 mod 3, alors la fonction ws est constante égale & — (6—;) si et seulement
si la surface fait partie des cas suivants :

1. v2(C) =0 mod 6
2. v13(C)=2 mod 6 et Co =1 mod 4
3. 12(C)=4 mod 6 et Cy =3 mod 4

Si k=2 mod 3, alors la fonction wsy est constante égale a — (6—;) si et seulement si
la surface fait partie des cas suivants :

1. 12(C)=0 mod 6 et Cy =1 mod 4
2. 12(C) =2 mod 6
3. 12(C) =4 mod 6 et Cy =3 mod 4

Lorsque kK =0 mod 3, on doit procéder & un tri plus fin car il est possible que le signe
varie lorsqu’on considére de plus les n tels que 6ve(n) = 2k. Lorsqu’on a une paire (m,n)
avec n de telle sorte, alors va(Cd) = v9(C) + 2. Remarquons qu’en remplagant ny par n’
tel que n’ = ny + 8 mod 16, alors on fait passer la valeur de o mod 4 de Cy & 3C5 et
vice-versa. Par conséquent, le signe varie quand on prend n tel que 6va(n) = 2k dans les
cas ou v2(C) = 1,2,3,5 mod 6. Il est constant sur de telles paires lorsque v2(C) = 0,4
mod 6.

Par conséquent, lorsque 3 | k, le signe est constant si et seulement si v2(C) =0 mod 6

Supposons maintenant que va(A) = 0 et va(B) = k. Alors par un raisonnement simi-

laire & ce qui précede, on trouve que wy(t) est constante et égale & — (6—;) si et seulement

si



4.2. DENSITE DES POINTS RATIONNELS SUR DES SURFACES RATIONNELLES ISOTRIVIALES123

1. k=0 mod 3 et v2(C) =0 mod 6
2. k=1 mod 3 et
(a) v2(C) =0 mod 6
(b) v2(C) =2 mod 6 et Ca =3 mod 4
(¢) 12(C)=4 mod 6 et C2 =1 mod 4
3. k=2 mod 3 et
(a) v2(C) =0 mod 6 et Co =3 mod 4
(b) v2(C) =2 mod 6
(¢) 12(C)=4 mod 6 et C2 =1 mod 4
O

Démonstration. (de la prop. Soit C' = pged(A, B).

Si 3A/B n’est pas un carré rationnel, alors le théoréeme [51, Thm 2.1] assure que
le signe varie. Supposons que ce n’est pas le cas, c’est-a-dire qu’il existe a,b € Z tels que
3a2:%et62:g.

Soit & : y? = 23 + C(3A%m® + B?n®), la fibre en t = (m,n) € P. associée & X une
surface de Del Pezzo de la forme w? = 23 + A28 + ByS.

On pose

§ = c(3a®m® + b*nd) = 2v2(03us ) pet  pem — 9v200)313(0) g, ((,)?
o d1 = [, impair pfi et d2 = [, pair pfi/z. Comme & est de la forme Ej : y? = 23 + 0, le
théoréme [3.2.1] indique que la formule du signe est
1, -3

W(E,) = —W2<Et>W3<Et>(7l)<72)-

Remarquons que 'on a (;—11) = (%)(—1)1’3(5), oll 0y est lentier tel que § = 2v2(9) .

Pour la suite, on utilisera les notations suivantes :

P(t) = (;73) wa(t) == Wa(E5)(52) et ws(t) := Wa(Eg)(—1)=0).

Nous étudierons la variation de &, wy et ws, les différentes parties de la formule du
signe, selon les valuations 2 et 3-adique de a, b et ¢, les valeurs de co mod 4 et ¢35 mod 9
et la factorisation en nombres premiers de ¢, afin de cerner les cas ou ces composantes
sont constantes. Cette étude servira a comprendre le comportement global de la fonction
signe.

Pour tout a, b et ¢, Z(t) est une constante. Celle-ci est égale a & = (—1)

7, ou

o = #{p tel que p*|C et p=2 mod 3},

En effet, les conditions qui déterminent le signe local en 3 font intervenir v3(d) mod 6,
et 3 mod 9, alors que celles pour le signe local en 2 font intervenir v9(d) mod 4 et 09
mod 4. Par conséquent, si 'une des valeurs wy ou ws présente une variation, alors le signe
global n’est pas constant. Dans le cas ou une de we ou ws est fixée et Iautre varie, on
a forcément une variation du signe. De plus, lorsque les deux présentent une variation,
celles-ci ne se produisent pas simultanément (et donc la surface elliptique ne peut pas
avoir un signe constant dans ces cas).

Par conséquent, le signe varie en dehors des surfaces telles que A, B, C respectent une

des conditions du lemme [£:2.8] et une de lemme [£.2.7] O
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Remarque 63. L’indépendance de wy et de w3 mentionnée a la fin de la démonstration est
également prédite par la formule du signe moyen de Helfgott pour une surface elliptique
isotriviale (Proposition [2.5.2), d’une fagon similaire a celle mentionnée dans la section

[2.6.1] de j-invariant 0.

Remarque 64. Le choix de s’intéresser & une surface de la forme
=23+ AT + B

vient du théoréme de Vérilly-Alvarado [51, Théoreme 2.1] qui démontre que la variation
du signe des fibres sur une surface elliptique rationnelle de la forme

y? =23+ F(T)

ou F' a un facteur primitif f; qui est tel que pus € Q[T]/f; ou us est le groupe des racines
troisiemes de I'unité. Le contre-exemple le plus naturel & cette propriété est

F(T) = C(3A%*TS + B?).

Remarquons que le théoréeme est la suite logique des travaux de Varilly-Alvarado,
en particulier celle de [51, Théoreme 1.1] qui marquait le début de la tentative de cerner
les surfaces elliptique rationnelles isotriviales de cette forme dont les fibres ont toutes le
méme signe.

4.2.4 Surfaces avec j(T') = 1728 : variation du signe

La densité des points rationnels sur certaines surfaces elliptiques de la forme & : y? =
23 + g(T)x est assurée par argument en section Pour ce faire, on construit un
point générique d’ordre infini sur une fibration elliptique de &. Il arrive toutefois que
cet argument ne fonctionne pas, en particulier quand la fonction est de la forme g(7T") =
AT?* + B. Dans cette section, on trouve de la méme facon que dans la section précédente
des surfaces elliptiques rationnelles de cette forme dont le signe est constant.

Théoréme 4.2.9. Soit & une surface elliptique d’équation de Weierstrass
& y? =23+ C(A’T* + Bz,

ot A,B,C €Z et (A,B)=1.
Alors la fonction du signe est constante si et seulement si v3(AB) est pair et si une
des options de la liste suivante est vérifiée :

1. (a) k est impair
i. v2(C)=0 mod 4
A. Cy =3 mod 16, A2=B? =1 mod 16
B. C; =11 mod 16, A2 = B?>=9 mod 16
ii. v2(C)=1,3 mod 4
A. Cs =3 mod 16,
iti. v2(C) =2 mod 4 et
A. Co=9 mod 16, A2 =B%?=9 mod 16
(b) k est impair et
i. v2(C)=0 mod 4
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A. Co =5,13 mod 16
B. C3 =7 mod 16, B> = A?>=9 mod 16
C. Cy =15 mod 16, A2=B?=1 mod 16
ii. v2(C) =2 mod 4 et
A. Co =7,15 mod 16
B. C, =5 mod 16, A> = B> =1 mod 16
C. Cy =13 mod 16, A2=B?>=9 mod 16
2. (a) k est impair
i. v2(C)=0 mod 4
A. Co=7 mod 16, A2=B%?=1 mod 16
B. Cy =15 mod 16, A2 = B?> =9 mod 16
ii. v2(C')=1,3 mod 4
A. Cy =7 mod 16,
iii. v2(C) =2 mod 4 et
A. Co=5,7 mod 16, A2=B%?=1 mod 16
(b) k est pair et
i. Siva(C)=0,2
A. Co=7 mod 8 et A2=B%2=9 mod 16

ii. vo(C) =1
A. Co=17,15 mod 16 et A2 = B>+ 8 mod 16,
iii. va(C) =3

A. Co=5 mod 8 et A2 = B?+8 mod 16,
(c) k est impair et
i. v2(C) =0 mod 4
A. C3=1,9 mod 16
B. Cy =3 mod 16, B2= A?=9 mod 16
C. Co =11 mod 16, A> = B?>=1 mod 16
it. v2(C)=1,3 mod 4
A. C3=1,3 mod 8
i1i. v2(C) =2 mod 4 et
A. Cy=3,11 mod 16
B. C3=1 mod 16, A2=B?=1 mod 16
C. Co=9 mod 16, A2=B?=9 mod 16
(d) k est pair et
i. Sive(C)=0
A. Co=1 mod 16 et B>=1 mod 16
B. C3=3 mod 16 et A2=9 mod 16
C. Co=9 mod 16 et B> =9 mod 16
D. Cy =11 mod 16 et A2 =1 mod 16
ii. va(C) =1
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A. C3=3,11 mod 16 et A> = B?> mod 16
iii. Sive(C) =2
A. Co=1 mod 16 et A2 =1 mod 16,
B. C5=3 mod 16 et B> =9 mod 16,
C. Co=9 mod 16 et A2=9 mod 16,
D. Co =11 mod 16 et B> =1 mod 16,
. sive(C)=3
A. Cy=1 mod 8 et A2 = B? mod 16
Soit o = #{p nombre premier | p* | C et p=2 mod 3}.
Dans ce cas, le signe sera de valeur

W(ét) = +1

si et seulement si
1. o est pair,
(a) v3(C) =2 mod 4 et les coefficients respectent une option de la liste 1
(b) v3(C) #2 mod 4 et les coefficients respectent une option de la liste 2
2. o est impair
(a) v3(C) =2 mod 4 et les coefficients respectent une option de la liste 2
(b) v3(C) # 2 mod 4 et les coefficients respectent une option de la liste 1
Exemple 4. La surface
& y? =2+ 7(9T +25)x

est de signe —1 sur toute fibre en ¢t € Q.
La surface
& y? = a® +11(97* + 25)z,

quant a elle est de signe +1 sur toute fibre en ¢t € Q.

Dans la démonstration de ce théoreme, on utilise deux lemmes qui étudient différentes
parties de la formule du signe.

Lemme 4.2.10. Soit & une surface elliptique d’équation de Weierstrass
& y? =%+ O(A’T* + B?)z,
ot A,B,C €Z et (A,B)=1.
Le signe local en 3 est constant si et seulement si v3(AB) est pair. Dans ce cas, on a

-1 stwv3(C)=2 mod4

+1  sinon

W3(d) = {

Démonstration. Rappelons la formule dans ce cas (voir [51, Lemme 4.7]) :

—1 siwvg(d) =2 mod4

+1 sinon

W3(6) = {

Pour chaque fibre &;, on étudiera la courbe &, ,, : y? = 23 + C(A?m* + B2n)z qui lui
est Q-isomorphe. On pose 6(m,n) = A?m* + B?n*. Le signe local en 3 de E,,,, dépend
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uniquement de v3(Cd(m,n). Comme v3(C) est fixe, on étudiera la variation de v3(d(m,n)
selon les cas de A et de B.

Pour tout [ € Z, on notera I3, entier tel que | = 3v3(]5.

Etant donné que par hypothese A et B sont premiers entre eux, cela signifie que 3 ne
peut diviser que I'un de v3(A) ou v3(B) a la fois. Quitte a échanger les roles de A et de
B, on peut supposer 3 1 B et v3(A) = k pour un certain k € Z. Pour tout m,n premiers
entre eux, on a §(m,n) = 32k+4vs(m) A2, 4 B23tvs(n)pd,

Dans le cas ou v3(n) = 0, on a §(m,n) = 1 mod 4 et v3(d) = 0. Dans le cas ou
0<wv3(n) <&—1 onad(mn);=3%430" 14 1=1 mod 3 et v3(0) =2k — dv3(n) = k
mod 4. Dans le cas ot v3(n) = & (ce qui se produit uniquement si k¥ = 0,2 mod 4), on
a v3(0) = 2k mod 4 et 55 = 2 mod 4. Dans le cas ot v3(n) > & + 1, on a v3(0) = —2k
mod 4 et 43 =1 mod 3

Supposons que v3(AB) est impair. Soit m1,n; non divisible par 3 et premiers entre eux.
On a 6(m1,n1) =0 mod 4. Soit m,n premiers entre eux tel que 3 | n. On a §(me, n2) = 2
mod 4. Par conséquent, on a

W(@@mhm) = _W(@@mzm)'

Supposons que v3(AB) est pair. Alors 2k = —2k = 0 mod 4. Par conséquent, vs(d(m,n))
est constant pour toute valeur de m,n € Z premiers entre eux. On a dans ce cas :

W(émn) =—1<v3(C)=2 mod 4.

)

O]

Lemme 4.2.11. Soient A, B,C € 7 des entiers premiers entre eux et tels que 2+t B. Soit
& une surface elliptique d’équation de Weierstrass

& y* =2+ C(AT* + Bz

Pourt =" € Q, on pose § = C(A*u* + B*v*). On note 65 Uentier tel que § = 2°74295,.
Si ve(A) = 0, on pose k = va(B) et A’ = Bg et B' = As. Sinon, on pose k = vy(A) et
A= A3 et B’ = Bs.
La valeur de wo(8;) := Wa(&}) (E—f) est constante lorsque t € Q varie si et seulement
si
1. k est impair
(a) v2(C) =0 mod 4
i. Co=3,7 mod 16, A2=B?2=1 mod 16
ii. Co =11,15 mod 16, A> = B> =9 mod 16
(b) v2(C)=1,3 mod 4
1. Co = 3,7 mod 16,
(c) v2(C) =2 mod 4 et
i. Co =5,7 mod 16, A2=B?=1 mod 16
ii. Cy =9,13 mod 16, A2 = B?>=9 mod 16
2. k est pair et
(a) Siva(C)=0,2
i. Co =7 mod 8 et A2=B%2=9 mod 16
(b) va(C) =1
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i. Co =7,15 mod 16 et A> = B2 +8 mod 16,
(¢c) v2(C) =3
i. Co =5 mod 8 et A>=B?+8 mod 16,
auzquels cas wa(&;) = (6—3) et les cas suivants :

1. k est impair et
(a) v2(C) =0 mod 4
7. Co=1,5,9,13 mod 16
ii. Co =3,7 mod 16, B> = A2=9 mod 16
iii. Cy = 11,15 mod 16, A2 = B2 =1 mod 16
(b) v2(C)=1,3 mod 4
. Co=1,3 mod 8
(c) v2(C) =2 mod 4 et
1. Cy=3,7,11,15 mod 16
ii. Co =1,5 mod 16, A2=B?=1 mod 16
iii. Co =9,13 mod 16, A2 = B?>=9 mod 16
2. k est pair et
(a) Siva(C)=0
i. C3=1 mod 16 et B> =1 mod 16
ii. Co =3 mod 16 et A2=9 mod 16
iii. Co =9 mod 16 et B2 =9 mod 16
iv. C5 =11 mod 16 et A2 =1 mod 16
(b) va(C) =1
i. Co =3,11 mod 16 et A> = B? mod 16
(c) Siva(C) =2
i. C3=1 mod 16 et A2>=1 mod 16,
ii. C3 =3 mod 16 et B> =9 mod 16,
iii. Co =9 mod 16 et A2=9 mod 16,
iv. C3 =11 mod 16 et B> =1 mod 16,
(d) siva(C) =3
i. C3 =1 mod 8 et A> = B? mod 16

auzquels cas wa(é;) = — (6—3)

Démonstration. Pour tout m,n € Z premiers entre eux, soit &, : y? = a3+ O(A’m* +
B2n*)x une courbe elliptique Q-isomorphe & Em. On connait la formule du signe local en
2 grace a [5I, Lemme 4.7] (un résultat aussi présenté dans le lemme 3.2.3). De plus, on se
rappelle que si t est un entier impair, on a

(

t

—2)_ +1 sit=1,3 mod 8§,
" 1=1 sinon.

On pose
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On pose pour tout m,n € Z premiers entre eux lentier a(m,n) = A?m* + B%n?,
c’est-a-dire que d(m,n) = C-a(m,n). On va étudier les valeurs de v2(d) et de d2 mod 16.
On en déduira la valeur de ws pour chaque cas.

Comme on a supposé que A et B sont premiers entre eux, il ne peut y en avoir un seul
qui soit divisible par 2. Quitte & inverser les roles de A et de B, on peut supposer que
v2(A) = k pour un entier k € Z et que va(B) = 0.

On écrit

a(m,n) = 22 A2m* + B224”2(")n§,
pour (m,n) un couple d’entier premiers entre eux.

Supposons que 2k > 4vg(n). Dans ce cas, va(d(m,n)) = 4dva(n)+va(C) = v2(C') mod 4
et §(m,n)2 = B2Cy mod 16. Dans ce cas,

+1 siv(C)=0 mod4et B2Cy =3,7 mod 16,
siva(C)=2 mod 4 et B2Cy=9,13 mod 16,
siva(C)=1,3 mod 4 et B2Cy =5,7 mod 8,
—1 sinon.

WQ(@@m n) -

)

(4.5)

Supposons que 2k > 4wvy(n). Dans ce cas, va(d(m,n)) = 2k + v2(C) mod 4. On a
82 = C2 A2 mod 16. Par conséquent, le signe est

+1  siva(C) =2k mod 4 et C2A3 =3,7 mod 16,
sive(C) =2k —2 mod 4 et C2A3=9,13 mod 16,
sivg(C)=1,3 mod 4 et C2A3 =57 mod 8,

—1 sinon.

WQ(gm n) =

)

(4.6)

Supposons que k est impair.

On en déduit que, si k est impair, alors la fonction wy est constante dans les cas
suivants :

1. v2(C) =0 mod 4
(a) Co=3,7 mod 16, A>=B%2=1 mod 16
(b) C3 =11,15 mod 16, A2 = B> =9 mod 16
2. v12(C)=1,3 mod 4
(a) C2=3,7 mod 16,
3. v2(C) =2 mod 4 et
(a) C2 =5,7 mod 16, A2= B? =1 mod 16
(b) C2 =9,13 mod 16, A2 = B2 =9 mod 16
auquel cas wy(t) = (6—3) ou encore
1. v2(C) =0 mod 4
(a) Cp =1,5,9,13 mod 16
(b) Cy =3,7 mod 16, B2 = A2 =9 mod 16
(¢c) C3 =11,15 mod 16, A> = B> =1 mod 16
2. 12(C)=1,3 mod 4
(a) C2=1,3 mod 8
3. 12(C) =2 mod 4 et
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(a) Co=3,7,11,15 mod 16
(b) C3=1,5 mod 16, A2=B%=1 mod 16
(c) C2 =9,13 mod 16, A2=B?>=9 mod 16

auquel cas wy = — (6—3)

On suppose maintenant que k est pair.

Remarquons que si k = 0, alors il n’est pas possible que k = 2k > 4vy(n). Cependant,
lorsqu’on prend (m,n) un couple d’entiers premiers entre eux tels que 2 | m, alors on
obtient la formule (4.6)).

On trouve les cas suivants, ou le signe peut étre constant lorsque ve(n), ve(m) # 2k.

1. v12(C) =0,2 mod 4

(a) Co =7 mod 16, A2 =B%2=9 mod 16

2. v12(C)=1,3 mod 4

(a) C2 =5,7 mod 8,

auquel cas wo(t) = (5—3) ou encore

1. v2(C) =0 mod 4
(a) Co=1,5 mod 16, B2 =1 mod 16

(e) Co =11,15 mod 16, A2 =1 mod 16

2. v2(C)=1,3 mod 4

(a) C2=1,3 mod 8,
3. 12(C) =2 mod 4

(a) C2 =1,5 mod 16, A2=1 mod 16
(b) C3=3,7 mod 16, B2 =9 mod 16
(c) C2 =5 mod 16, A2 =1 mod 16,
(d) C3=9,13 mod 16 A2 =9 mod 16
(e) Co =11,15 mod 16, B2 =1 mod 16

auquel cas wy = — (6—3)

Pour ces exceptions, on procede & un tri plus fin.

Selon les valeurs de A?m*, B?nj (qui se trouvent parmi 1,9,17,25 mod 32), on déter-
mine les valeurs possibles de dy et v2(0).

Dans tous les cas, v2(d) = v2(C)+2k+1 = v2(C)+1 mod 4. Remarquons que m* et nj
peuvent prendre les valeurs 1,17 mod 32. Par conséquent, on pourra, en choisissant une
valeur n'* = 17n* mod 32, on a 6, = 90, mod 16. Par conséquent, on aura, si A2 = B?
mod 16, dy € {1,9 mod 16} et si A% # B? mod 16, dy € {5,13}.

Soient, s’ils existent, des rationnels ¢4, t5, tg, t13 associés a des couples d’entiers premiers

entre eux (my;,n;) tels que da(mji,n;) = i. On a lexistence de t1,t9 si et seulement si
A? = B? mod 16 et l'existence de t5,t13 si et seulement si A> = B2+ 8 mod 16.
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Supposons que v2(C) = 0,2. Alors

. 2
wa(t') = (C’g) & (Cy=5,7 mod 8, lorsque ¢ = 1,9

, 2
wa(t') = (02> < (Cy=1,3 mod 8, lorsque i = 5, 13.

Si l'on compare le comportement de la fonction wy lorsque 4ve(n) = 2k avec celui ou
4va(n) # 2k, on ne retient que les cas suivant ou le signe est constant :

1. Si UQ(C) = 0 2
(a) Co=7 mod 8et A> = B2 =9 mod 16
auxquels cas wa(&;) = (6—3) et les cas suivants :
1. Sive(C) =0
(a) Co=1 mod 16 et B> =1 mod 16
(b) C2 =3 mod 16 et A2 =9 mod 16
(c) C2 =9 mod 16 et B2 =9 mod 16
(d) Co =11 mod 16 et A2 =1 mod 16
2. Sivy(C) =2
(a) Co =1 mod 16 et A2 =1 mod 16,
(b) C3 =3 mod 16 et B2 =9 mod 16,
(c) C2 =9 mod 16 et A2 =9 mod 16,
(d) C; =11 mod 16 et B2=1 mod 16,
2

auxquels cas wa(&;) = — (a)
Supposons que v2(C) = 1. Alors

><:>0259,13 mod 16

@\m@\w

( )@0251,5 mod 16
( )@CQEI,3,7,11,13,15 mod 16

wa(t13) = <C><:>CQ_35791115 mod 16
2

Si l'on compare le comportement de la fonction wy lorsque 4ve(n) = 2k avec celui ou
4va(n) # 2k, on ne retient que les cas suivant ou le signe est constant pour tout ¢ :

1. C;=7,15 mod 16 et A% = B> +8 mod 16,
auxquels cas wa(&;) = (5—2) et les cas suivants :
2. Cy=3,11 mod 16 et A> = B?> mod 16

auxquels cas wy(&;) = — (5—5)
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Supposons que v2(C) = 3. Alors

’U)Q(tl) = (;2> = CQ = 3,7 mod 16

’wg(tg) = (C2> ~ CQ = 11, 15 mod 16

-2
’u)g(tg)) = <Cb> < (05,=1,3,5,9,13,15 mod 16

wy(t13) = (;) & 0y=1,57,9,11,13 mod 16
2
Si 'on compare le comportement de la fonction we lorsque 4vy(n) = 2k avec celui ou
4vy(n) # 2k, on ne retient que les cas suivant ou le signe est constant pour tout ¢ :

1. Co=5 mod 8 et A2 = B2+ 8 mod 16,

auxquels cas wa(&;) = (6—3) et les cas suivants :

2. Oy =1 mod 8 et A2 = B? mod 16

auxquels cas wy(&;) = — (6—3)

Démonstration. (du théoreme 4.2.9)
Soit une surface elliptique isotriviale de la forme

& y2 =%+ C’Q(A2m4 + B2n4),

oun A,B,C €Zet (A B)=1.
Par le théoréme [3.2.2] le signe en ¢t d’une telle surface est donnée par la formule

wie) = -waawae) () (3.

1 72

ol t1 et 7 sont tels que définis dans ce méme théoréme. On pose § = A?m* + B2n?.

On remarque qu’on a (;—12) = (;—,2), ol t' est l'entier tel que ¢/ = 202y

Pour la suite, on utilisera les notations suivantes :

P(t) = (FL), wat) = Wa(Es) () et ws(t) := Wy(Ey).

La variation de &, ws et ws, les différentes parties de la formule du signe, selon
les valuations 2 et 3-adique de a, b et c, les valeurs de co mod 16 et c3 mod 3 et la
factorisation en nombres premiers de ¢, permet de cerner les cas ou ces composantes sont
constantes.

Pour tout A, B et C, la valeur de &(t) est constante sur toute fibre. Explicitement,
on a

P = (-1y,

ou
o = #{p tel que p*lcet p=3 mod 4}.

Le lemme [£:2.T1] donne les conditions pour que ws soit constant et le lemme [4:2.10]
donne celles pour que W3 soit constant. En combinant, on obtient bien les conditions et

conclusions du théoréme.
O
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4.3 Densité des points rationnels sur des surfaces elliptiques
rationnelles non isotriviales

Dans cette section, nous classifierons les surfaces elliptiques rationnelles non isotriviales
pour lesquelles les travaux de Helfgott abordés dans le chapitre 2 s’appliquent incondition-
nellement. Puis, nous donnerons des arguments géométriques démontrant la densité des
points rationnels inconditionnellement pour davantage de surfaces elliptiques rationnelles
non isotriviales et de surfaces de Del Pezzo de degré 1.

4.3.1 Ou les travaux de Helfgott sont inconditionnels

Soit & une surface elliptique rationnelle représentée par I’équation
&yt =23+ F(u, Dz + G(u, 1),

ou F' et G sont des polynémes homogenes de degré respectif 4 et 6 qui définissent un
modeéle minimal. On la suppose non isotriviale, et donc en particulier F'G # 0. On pose
A =4F3427G? = [}, P" (le discriminant de &) et M (u,v) = [[;ep Pi(u,v) ou I’ = {i
tel que P; t F'} (le produit des places multiplicatives).

Les travaux de Helfgott ([I5]) imposent que A respecte la conjecture du crible des
valeurs sans facteur carré, et que Mg respecte la conjecture de Chowla. Nous pouvons
utiliser ces conjectures sous deux formes :

A. la variante homogene, qui est vérifiée si

(a) deg P; < 6 (conjecture du crible des valeurs sans facteur carré) et

(b) deg Mg < 3 ousi Mg est un produit de facteurs linéaires (conjecture de Chowla) ;
B. la variante a une variable, qui est vérifiée si

(a) deg P; < 3 (conjecture du crible des valeurs sans facteur carré) et

(b) deg Mg <1 (conjecture de Chowla).
Les cas vérifiés par la seconde sont inclus dans les cas vérifiant la premieére.

Rappelons que .Zg désigne I’ensemble des places de réduction multiplicative.

Proposition 4.3.1. Soit & une surface elliptique rationnelle non isotriviale d’équation
& y? =23+ F(T,1)X + G(T, 1),

ou F et G sont des polynomes homogénes de degré respectif 4 et 6.
On suppose que & respecte l'une des propriétés suivantes :

M =0

. les places de M sont toutes rationnelles ;

. M = {P} pour P € Z[T| un polynome de degré 3;

. M ={P1, P} pour P, P, € Z[T] des polynomes de degré respectivement 1 et 2;
.M ={F, P} ou Py € Z[T] un polynéme de degré 2.

N N S

Alors les ensembles Wi sont tous deux de cardinalité infinie.

Remarque 65. Cette proposition recense toutes les surfaces elliptiques rationnelles pour
lesquelles les travaux de Helfgott s’appliquent inconditionnellement.
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Remarque 66. Une rapide étude permet de vérifier qu’il existe bien des surfaces elliptiques
rationnelles dans tous les cas listés.

Lorsque .# = (), la surface obtenue par la contraction de la section & l'infini n’est
jamais une surface de Del Pezzo de degré 1. En effet, une surface elliptique sans place de
réduction multiplicative est automatiquement pourvue d’une place de réduction potentiel-
lement multiplicative. Dans ce cas, le corollaire informe que & ne provient pas d’une
surface de Del Pezzo de degré 1.

Dans les autres cas, on peut toujours trouver des surfaces de Del Pezzo de degré 1.

Remarque 67. Les arguments géométriques présentés dans la section démontrent la
densité sur certains cas pour lesquels on ne peut pas appliquer inconditionnellement les
travaux de Helfgott.

La proposition demande qu’il existe une place rationnelle de type I*,, IT*, I1T*
IV* ou Ij.

Démonstration. (de la proposition [4.3.1])
Soient les polynémes

1. Bg le produit des polynémes associées aux places de mauvaises réductions de & qui
ne sont pas de type I,

2. Mg le produit des polyndmes associés aux places de réduction multiplicative de &

Le théoréme 2.6.3| et la conjecture de parité démontrent la variation du signe des fibres
lorsque & est une surface non isotriviale dont les polyndémes associés sont tels que

1. Bg respecte la conjecture du crible sans facteurs carrés en version homogene,
2. Mg respecte la conjecture de Chowla en version homogene.

Il suffit de vérifier dans quels cas ces hypotheses sont vérifiées.

S’il n’existe pas de place de réduction multiplicative sur &, alors My = 1. Il n’y a donc
pas besoin de recourir & la conjecture de Chowla. De plus, les facteurs irréductibles de A
apparaissent avec l’exposant > 2. Ils sont donc de degré < 6. Par conséquent, la conjecture
du crible des facteurs carrés en version homogene est vérifiée.

Supposons maintenant qu’il existe une place de réduction multiplicative sur &.

Soit I’équation de Weierstrass pour &

Y2 =a® + F(T, )2+ G(T 1),

ou F,G € Z|U, V] sont des polynémes homogenes de degré respectifs 4 et 6 qui définissent
un modele de Weierstrass minimal. Soit C, le plus grand polynéme primitif tel que C | F
et C? | G. On écrit F = aCF; et G = bC?Gy pour Iy et Gy des polyndmes primitifs
adéquats et a,b les constantes adéquates. Soit R := pged(F1,G1). Remarquons que le
polyndéme R est séparable par construction. On écrit F = aCRF; et G = bC?RGo pour
F5, G5 des polyndémes adéquats.

Le discriminant s’écrit

A = C®R*(4a®RF3 + 27b*CG3).

Remarquons que si la surface est non isotriviale, alors s’il existe P un polynéme tel
que P* | F, alors P®{ G, et donc ordpC < 3.

Remarquons que R, C, F5 et G2 vérifient la conjecture du crible des facteurs carrés en
version homogene, car de degré < 6.

On définit My = (4RF3 — 27CG3) et on remarque que A = C2R3M,.
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Le polynéme M, est un produit de puissances de polynomes associés a des places de
réduction multiplicative ou additive.

Il est possible que M, soit divisible par les polynémes dont la réduction est de type
additive. Celles-ci sont associées a un facteur de C ou de R.

Il existe donc, pour F' = P ... P* (la décomposition en facteurs irréductibles de F)
des entiers 3; € N tels que

M,
pPro pP

On utilise le lemme m (qui suit) sur red(Mi) = []p|as, P pour conclure. Par consé-
quent, on aura également que M, vérifie la version pour les polynémes en une variable de
la conjecture du crible des valeurs sans facteurs carrés, et donc également la version pour
les polynémes homogenes en deux variables.

My =

O

Lemme 4.3.2. Soit M un polynéme homogéne.
Alors M satisfait la conjecture de Chowla en version homogéne si

1. c’est un produit de polynémes linéaires ;

2. c’est le produit d’une puissance d’un polynome quadratique et d’une puissance d’un
polynome linéaire ; ou

3. c’est une puissance d’un polynome de degré 3.

Démonstration. Ceci se déduit aisément du théoréme [1.3.6l O

4.3.2 Forme des surfaces elliptiques rationnelles sans place de réduction
multiplicative

Proposition 4.3.3. Soit X une surface elliptique rationnelle non isotriviale et n’admet
pas de place de réduction de type I,,. Alors X peut étre décrite par l'une des équations
sutvantes :

&y =a2® +aliQx +bLIQM, (4.7)

cL2-27v2M?
4a3 ; €

ou de plus Q =
& :y* =a® +aliloLsx +bLIL3L3, (4.8)

ot de plus, L1 = 4a®>Ls — 27Tb%Ly ; pour a,b € Z, L1, Lo, Ls et M des polynémes linéaires
et QQ un polyndéme quadratique.

Remarque 68. Les conjectures en version homogeéne et en version une variable sont vérifiées
sur les surfaces &, et &. En effet, la conjecture de Chowla est vraie car Mg = 1, et comme
tous les polynémes impliqués sont linéaires, la conjecture du crible des facteurs carrés est
également vérifiée.

Remarque 69. Dans le premier cas, les places de mauvaises réductions sont celle associée
a Ly, de type I3, et celles associées aux facteurs irréductible de @, de type I1.

Dans le second cas, on a trois places de mauvaise réduction rationnelles : celle associée
A 4a3 Ly — 27b%L3 est de type I}, celle associée & Lo est de type I11 et celle associée a Lg
est de type I1.

Ceci donne une piste pour démontrer la densité des points rationnels sur (4.8)) qui sera
développée dans la section [.3.3]
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Démonstration. Soit & la surface elliptique rationnelle associée a X d’équation de Weiers-
trass :
&yt = a3 — 27cy(T)x — 54cg(T),

ou ¢4(T),c6(T) € Z[T] sont de degré respectivement inférieur a 4 et a 6. Soit A son
déterminant. Cette surface est pourvue d’une place de réduction de type I}, car 'invariant
3
j = %4 possede obligatoirement un poéle (en un polyndéme irréductible P € Z[T] ou en %)
Chaque fibre en ¢t = " a aussi pour équation :

& = Emn y? =23 4 pirdeecg, (m) x + nddeecoc (m) .
n n

Supposons que P soit le polyndéme associé a une place de réduction de type I}, alors
on écrit F' = P2Fy et G = P3G pour certains polyndémes Fy,Gy. On a que P | (F} — G?).

On doit avoir deg P = 1. En effet, si deg P = 2, alors G1 et F} sont constants et
par conséquent & est isotriviale. Le cas ou deg P > 2 est impossible car on aurait alors
deg G > 6.

Par conséquent, une surface rationnelle non isotriviale sans place de réduction de type
I,,, possede une place rationnelle de réduction I7;,. Ona deg P =1, deg F; =2 et deg Gy =
3.

Le cas ou (Fj,G1) = 1 est impossible. En effet, on devrait avoir P% | F} — G? et
la surface serait isotriviale. Par conséquent, F} et G; ont un facteur commun, que nous
notons A. On écrit F} = AF5 et G1 = AG> pour les polynémes appropriés Fh et Ga. On
a A = PSA%(AF$ — G3). La réduction en A est donc additive.

Supposons que deg A = 2. Dans ce cas, si (4,G2) = 1, on doit avoir ’égalité

A=~P?+ G2
Si (A, Ga) = Ay pour un polynome linéaire Ag, alors on doit avoir

A — Ay
-

P

Supposons que deg A = 1. Si A | G, on doit avoir

F§ —yP?

A=
G3

Cependant, il n’existe pas de polynémes A, P, Go, Fy € Z[T] respectant cette propriété. En
effet, en changeant de variable linéaire v = P(t), et posant v = > On se ramene a résoudre

4a3Fo(v)? + 2702 A(v)M (v)? = c.
Comme F, # P, F5(v) est non constant. Soit ug tel que Fi(ug) = 0. On a
27b% A(u)G3(ug)® = ¢ # 0.
En dérivant en ug, on obtient :
2A(ug)G3(ug)Gh(ug) + A’ (ug)Gs(ug)? = 0.
En dérivant une seconde fois on a :

2A(ug) G (uo)? + 2A(uo) + 4A (ug) G (ug) G (uo) + A" (u) G (ug)* = 0.
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En remarquant que G5 est linéaire, on a :
QA(UO)Gg(’U/(]) + 4A/(U0)G3<UO) =0.

Par conséquent, A est proportionnel & G3. Pour tout P € Z[T] linéaire, le polynéme
P(T)3 — ¢ n’a pas de racine double. Donc, F, doit étre constant. Par conséquent G3, Fy, A
et P sont proportionnels et la surface & est isotriviale.

Si At G2, on doit avoir 1'égalité

A yP* 4+ G3
=2
F5
Par un raisonnement similaire au cas précédent, ce cas n’est pas possible non plus. O

4.3.3 Arguments géométriques

Nous démontrerons dans cette section deux résultats qui traitent davantage de sur-
faces elliptiques rationnelles non isotriviales que I'article de Helfgott et ce d’une maniere
inconditionnelle.

Proposition 4.3.4. Soit & une surface elliptique d’équation
E:y? =2+ L?Qx + L3C,

ot L,Q,C € Z[u,v] sont de degrés respectifs 1, 2 et 3. La surface & est unirationnelle.
En particulier, on a la densité des points rationnels de & au sens de Zariski.

Remarque 70. Le polyndéme L de la surface & du théoréme précédent est tel que LS | A.
Comme on a pris un modele de Weierstrass minimal pour &, cela signifie que la réduction
en L est de type I, II*, I1I*, IV* ou I},. Inversement, si on a une surface possédant
une place rationnelle d’'un de ces types, on peut lui trouver une équation de la forme de
la proposition. On en déduit directement le corollaire suivant :

Corollaire 4.3.5. Si une surface elliptique rationnelle & posséde une place rationnelle
de type Iy, II*, I11*, IV* ou I},,
topologie de Zariski.

En particulier, si & est une surface elliptique non isotriviale sans place de réduction
multiplicative, alors ses points rationnels sont denses.

alors les points rationnels de X sont denses pour la

Démonstration. Soit S une surface elliptique représentée par I’équation
S:y? =2+ L(t,1)2Q(t, 1)z + L(t,1)3C(t, 1),

ou L,Q,C € Z[u,v] sont de degrés respectifs 1, 2 et 3. Remarquons que cette surface est
rationnelle.
On étudie la surface qui lui est birationnelle

2 T \3 x C
() = (&) + () + () (4.9

L L? L2\ L2 L3
Quitte & faire un changement linéaire sur u, v, on peut supposer que L(u,v) = v. On
pose donc t = %, 2/ = % et y = %, dont la transformation inverse est z = 2/v?, y = y/v?,

u = tv. Par ce changement de variable, devient

Sy =1 4 q(t)x + e(t) C PP,
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avec Q(t,1) = q(t) et C(t,1) = ¢(t), qui est une surface cubique avec un nombre fini de
points singuliers donnés par le théoréme [I.2.§]

Remarquons que sur une surface cubique qui n’est pas un cone sur une courbe cubique,
I’existence d’un point rationnel équivaut & la densité de ces points rationnels. Ceci est
démontré par Particle de Kollar [22], qui est une généralisation des travaux de Segre et
Manin [2§].

Géométriquement, cette surface est obtenue par la contraction de deux courbes excep-
tionnelles. Pour une surface obtenue par contraction successive de deux courbes excep-
tionnelles d’intersection vide (ce qui est le cas de S’), il nous est garanti d’avoir un point
rationnel : celui qui est associé au point [0, 0,1, 1] (qui n’est pas un point singulier). [

Dans la section précédente, on démontre qu’'une surface elliptique rationnelle sans place
de réduction multiplicative est d’une des deux formes suivantes :

&yt =%+ al?Qx +bL3QM (4.10)

et
& :y* = 2® + a(4a®Ly — 27b? Ly)* Lo Lz + b(4a® L3 — 27b% L) L3L3, (4.11)

pour a,b € Z, L1, Lo, Ls et M des polynémes linéaires et () un polynéme quadratique.
L§—4a3Q
)
Dans le premier cas, les places de mauvaises réductions sont celle associée a L1, de

type I3, et celles associées aux facteurs irréductible de @), de type I1.

Dans le second cas, on a trois places de mauvaise réduction rationnelles : celle associée
A 4a3 Lo + 27b%L3 est de type I, celle associée & Lo est de type I11 et celle associée a L3
est de type I1.

Par conséquent, les résultats présentés précédemment démontrent la densité des points
rationnels sur ces surfaces. Les travaux de Helfgott démontrent aussi la densité des points
rationnels, mais sous ’hypothese de la conjecture de parité dont nous nous passons ici.

Dans le premier cas, on impose de plus que M soit tel que M? = (

Il y a une quatriéeme méthode pour démontrer la densité, au moins sur la surface [£.11]

Rappelons la relation fondamentale du rang de Shioda-Tate rappelée dans la section
.2.0)

Soit & une surface elliptique et F sa fibre générique (c’est-a-dire & vue comme une
courbe elliptique sur Q[77]). On a

rgNS(65) =2+ rgE(Q(T)) + ) (my —1).

Sur les surfaces que nous considérons, qui sont des surfaces elliptiques obtenues par 1’écla-
tement de P? en 9 points en position générale, le rang de Néron-Séveri est rgN.S(&) = 10.

Dans le premier cas, la formule de Shioda-Tate nous indique que rgE(Q(T)) = 4.
Malheureusement, bien que donnant une majoration intéressante : rg(E(Q(T))) < 4, cela
n’est pas assez précis pour conclure sur la densité. En effet, il y a une indécision a ce sujet,
hormi dans le cas ol on peut borner ainsi : rg(E(Q(T"))) > 1.

C’est justement ce qui se produit dans le second cas. En effet, celle-ci donne rg E(Q(T")) =

On a &(Q(T)) = Z - P,, pour un certain point P,. On a par conséquent qu'il existe
une extension quadratique K de Q telle que P, € &(K(T)). En effet, si pour tout o €

Gal(Q/Q) = Gg l'on pose 0P, :=¢(0) - P, ot € : Gg — *1. Dans ce cas,
1. ou bien ¢ est trivial et P, € E(Q(T)),
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2. ou bien ¢ est non trivial et dans ce cas, @Kera = K, le sous-corps de Q laissé stable

par g, est un corps quadratique tel que P, € E(K(T)).

On remarque, d’'une fagon similaire & la proposition [4.3.4] que &5 est birationnelle a
une surface cubique.
On utilise ensuite la proposition suivante pour conclure :

Proposition 4.3.6. Soit S une surface cubique non singuliére sur un corps de nombres
k. On suppose que S n’est pas un cone sur une courbe cubique.

1. Si S(k) # @, alors S(k) est Zariski-dense.

2. Soit k1 une extension quadratique de k. Alors si S(k1) # @, l'ensemble des points
rationnels, est Zariski-dense, alors S(k) est Zariski-dense.

Démonstration. Le premier point de 1’énoncé est démontré par les travaux de Segre et
Manin (voir [28]). Ceux-ci démontrent en réalité un résultat plus fort : si k est un corps
quelconque et que S(k) # &, alors S est k-unirationnelle. Lorsque k est infini, cela implique
la Zariski-densité des points rationnels.

On démontre maintenant le deuxiéme point de 1’énoncé. Soit P € S(k1). Si P € S(k),
alors les points rationnels sont denses. Supposons donc que P ¢ S(ki). On considére la
droite D passant par P et P° ou o est 'automorphisme de k; fixant k.

Si D C S, alors D(k) C S(k) et par conséquent S est pourvue de points rationnels.

Sinon, 'intersection DN .S est formée de trois points : P, P?, et un troisieme point qui
est forcément dans S(k). O

Nous complétons la section par la présentation d’un autre résultat, valable sur les
surfaces elliptiques rationnelles sans point singulier, ¢’est-a-dire celles qui sont associées a
une surface de Del Pezzo de degré 1.

Soit X une surface de del Pezzo de degré 1. En général, s’il existe C; et C5 une paire de
courbes exceptionnelles définies sur Q sur X dont I'intersection est vide, on peut contracter
ces courbes pour obtenir une surface de del Pezzo de degré 3. Sur cette nouvelle surface,
on sait que 'existence d’un point rationnel garantit la densité de X (k) au sens de Zariski.

Dans la suite, nous nous inspirons de cette idée pour démontrer la densité de certaines
autres surfaces sur lesquelles on trouve des courbes exceptionnelles dont ’'intersection n’est
pas vide.

Proposition 4.3.7. Soit X une surface de Del Pezzo de degré 1 sur laquelle se trouve 61
et €y deux courbes exceptionnelles rationnelles distinctes avec possiblement des points en
commaun.

Alors les points rationels de X sont denses pour la topologie de Zariski.

Démonstration. La contraction de ¢ donne X' une surface de del Pezzo de degré 2. On
sait que sur ces surfaces, la densité des points rationnels de X’ est équivalente & ’existence
d’un point rationnel de X’ qui ne soit ni sur une courbe exceptionnelle ni sur une quartique
distinguée. Posons & 'union des points de cette quartique et des courbes exceptionnelles.
La contraction envoie %5 sur une courbe rationnelle de X’ que nous noterons % .

Notons que % n’est pas une courbe exceptionnelle sur X’. Cela est impossible car elle
est la contraction d’une courbe qui a un point en commun avec ;.

Dans le cas ou € N & est fini, on peut trouver un point rationnel hors de &, et la
densité des points rationnels est donc garantie. O






5

Surfaces elliptiques non isotriviales

Dans les articles [I5] et [27], on étudie le signe de 1’équation fonctionnelle associée aux
fibres d’une surface elliptique non isotriviale. On démontre que celui-ci varie lorsque les
polynoémes associés aux places de mauvaise réduction respectent la conjecture du crible
des facteurs carrés et ceux associés aux places multiplicatives respectent la conjecture
de Chowla. Le premier de ces articles est étudié dans le chapitre 2 de cette theése. Nous
étendrons les résultats de variation du signe a davantage de surfaces elliptiques. Notre
théoreme principal est le suivant. (On rappelle que Mg est le produit des polynomes
associés a une place de réduction multiplicative.)

Théoréme 5.0.8. Soit & une surface elliptique non isotriviale. Soit A =d - P{* ... P
la factorisation en facteurs irréductibles du discriminant de &. On suppose que
1. pour tout P; de réduction de type I1, IT*, IV ou IV*, on a

pus C Qt]/Fi(t);
2. pour tout P; de type 111 ou I1I* on a
pa € Q[t]/Pi(2),

8. deg Mg < 3, ou Mg est un produit de degré arbitraire de formes linéaires,
4. et tout P; de réduction I, vérifie degP; <6 ;

Alors les ensembles

We(8) = {t € QW(&) = 1)
sont tous deux infinis.

Remarque 71. La démonstration de ce théoreme montre en fait que si(l] et [2| sont vérifiés,
si Mg vérifie la conjecture de Chowla et si chaque P de type I, vérifie la conjecture du
crible des facteurs carrés, alors les ensembles W4 sont infinis.

Ce résultat permet d’obtenir un corollaire direct.

Corollaire 5.0.9. Soit & une surface respectant les hypothéses[1] a[4 du théoréme[5.0.8
On suppose vrate la conjecture de parité. Alors l’ensemble des points rationnels de & est
dense pour la topologie de Zariski.

Remarque 72. La condition sur le degré des polyndémes dont la réduction est de type I,
est la pour assurer qu’il soit possible de controler les facteurs carrés de ces polyndmes.
Toutefois, contrairement aux résultats antérieurs précités, on ne met pas de telle restriction
sur les autres places. Leurs polyndémes associés peuvent étre de degré arbitrairement grand
tel que l'illustre 'exemple suivant :
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Exemple 5. Soit Q(T") € Z[T] un produit de facteurs irréductibles distincts Q; de degré
inférieur ou égal a 6, et tel que Q(0) # 0. On fixe N € N et on définit

P(T) = 302Q(T)? + BTV,
ou «, B € Z premiers entre eux. Soit la surface elliptique décrite par I’équation
& y? =2 - 2TP(T)Q(T)*x — 54BP(T)Q(T)3T™.

Cette surface respecte les hypotheses du théoreme Par conséquent, le corollaire
implique la Zariski-densité des points rationnels sur &, si 'on admet la conjecture
de parité.

Dans cet exemple, on a deg P = 2max(deg @, N). Par conséquent, dés que N > 4, on
ne sait pas en général si P respecte la conjecture du crible des facteurs carrés. La surface
& définie ci-dessus ne vérifie donc pas les hypotheses du théoreme [0.1.13| de Helfgott.

5.1 Places associées a une surface elliptique

5.1.1 Symboles de Kodaira

Soit une surface elliptique & sur Q et soit A(t) son discriminant. Nous allons décrire
la réduction de & en wp une place de Q[T] associée a un polyndéme P(T') € Z[T] par un
symbole de Kodaira.

Pour que les conditions déterminent aussi le type de la place a l’infini, nous allons
écrire &7 différemment. Soit (m,n) € Z des entiers copremiers, n # 0, tels que t = ™. Soit

k le plus petit entier tel que 12k > deg Ap comme dans la section Une fibre &} en t
qui est non singuliere est isomorphe a la courbe

Emm y° = 2% — 2T eq(m/n)x — 54nFcs(m/n),

qui est de discriminant A, , = n'?*A(m/n).

On a que

— la réduction de & en P(T) est de type I, si et seulement si P(T) 1 c4(T), P(T) |
A(T) et m =ordy,, A(T) = —ordy,,j(T);

— de type I, si et seulement si P(T) | cu(T), P(T) | A(T), —ordy,j = m et
ordy,,A(T) =m+6;

— de type I si et seulement si P(T") | ca(T), ordy,A(T) = 2;

— de type IIT si et seulement si P(T') | c4(T), ordy,A(T) = 3;

— de type IV si et seulement si P(T) | ca(T'), ordy, A(T) = 4;

— de type I} si et seulement si P(T') | c4(T), ordy,A(T) =6;

— de type IV* si et seulement si P(T) | ca(T), ordy,,A(T) = 8;

— de type IIT* si et seulement si P(T) | c4(T'), ordy, A(T) =9;

— de type II* si et seulement si P(T') | ca(T), ordy,, A(T) = 10;

— de type I, si P1A.

5.1.2 Notations

Pour alléger les notations, on utilisera la convention suivante.

On note @%4(&) 'ensemble des places de réduction de type IT et IT*, o73(&’) 'ensemble
des places de type II1 et I1T*, o7)(&) celui des places de type IV et IV* o, celui des
places de type I}',. L’ensemble de toutes les places additives sera noté <7 (&).
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On définit .# (&), comme 'ensemble des places v de Q(T") pour lesquelles la réduction
de & en v est de type I,.

On définira aussi (&), 'ensemble des places v de Q(T") pour lesquelles la réduction
de & en v n’est ni de type Iy, ni de type [j. Finalement, on définit %'(&’), I'ensemble des
places qui ne sont pas de type Ip.

Remarquons que

M(E) C B(E) C B (8).

On définit les polynémes homogenes

H PU(.%',y)

VEM g

et

H Py(x,y).

VERB g

Avec ces définitions, on a que Mg(z,y) divise Bg(z,y) (qui divise A(zx,y)).
On fera souvent un abus de notation en omettant de préciser la surface si celle-ci est
évidente.

5.2 Etude de la décomposition du signe selon les places de
réduction

On rappelle ce qui est davantage détaillé dans la section de cette these.
Soit & une surface elliptique non isotriviale représentée par 1’équation

& y? =2 — 27cy(T)x — 5deg(T).
da

Soit g—(l’ 2 et d4 les contenus respectifs de c4(T), c6(T) et A(T') écrit sous forme de
fractions irreductlbles On pose

§=2-3-dy...ds [[ Res(Q.Q). (5.1)
Q.Q €A

Soit (m,n) une paire d’entiers premiers entre eux. Par le théoréme le signe de
E} la fibre en t = 7 € Q s’écrit

W(E) = =A(Me(z, ) [[Wp(&) - ] 9200 9)- [ hesr(zy),
p|o Pe#' pEA’

ou les fonctions gg 5 p et hg s p sont décrites par le tableau qu’on rappelle en tableau
par commodité de lecture.

Dans la suite de cette section, on étudiera la variation des différentes parties de cette
formule.
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Type Forme de Forme de he s p(x,y)
9&.5,P(2,Y)
IO 1 1
- =24
11, 11 (=11P(,9))s 0 {( 3/p) vp(P(2.y)) = 2.4 mod 6
plé +1 sinon.
p2|P(a,y)
-1 P =2 4
11, 111" (—2|P(z,1))s (VP w(Pley) =2 mod
plo +1 sinon.
p2|P(z,9)
-3 P =234 do6
IV, IV* (=3|P(z,y))s 0 {( /p) vp(Plzy)) =2,3,4 mo
plo +1 sinon.
P2|P(z,y)
L (=11P(z,y))s Il (—(—co(z,y)/p))»PE1
p2|P(zy)
I, (Hp‘é(_l)vp(P(m,y))) I (=(—cs(z,y)/p))rPEw)-1
plo
P2|P(z,9)
(=cs(@, )| P(z,y))

TABLE 5.1 — Contribution d’une place au signe selon le type de réduction : We 5 p(x,y)

5.2.1 Signes locaux

On étudie dans cette sous-section le comportement d’un signe local. Nous démontrerons
que sur une surface elliptique, le signe local des fibres W),(E;) est une fonction localement
constante pour la topologie p-adique.

Lemme 5.2.1. Soit un nombre premier p.
Pour cq,c6 € Z, on définit la courbe elliptique associée

Eeyeg 1 y° = 2° — 2Tcyx — 5dcg.

On pose
U = {(ca,c6) € Zp X Zp|ci —c2 #0}.

1. L’application % — {£1} induite par le signe (c’est-a-dire (ca,c6) = Wp(Eeyeq))
est localement constante pour la topologie p-adique. C’est-a-dire que pour presque tout
¢, c6 € Z, il existe un entier Ay > 0 tel que pour tout cj, cg € Z avec v(c;—cj) > Ay,
E':y? = 2% — 27cjx — 54cj est telle que W (E) = W(E').

2. Lorsque (cq,c6) € Zy X Ly est tel que (ca,c6) # (0,0) et ¢i — & =0, nous étudions
le comportement de la fonction signe au voisinage de ce point.

Remarquons qu’il existe t € Zj, tel que cq4 = t2 et cg = t3 et que l'ensemble des
courbes singuliéres est décrit par ’équation suivante (qui est elle-méme une courbe
singuliére) :

Erpeo t y* = 2° — 27122 — 54¢%.

Alors, il existe V' un voisinage de (ca,cs) dans Z, pour lequel le signe est constant

surVNY%.

Remarque 73. Lorsque (cq4,c6) = (0,0), le signe au voisinage de ce point ne peut étre
constant.
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Démonstration. 1) Soit (cq,c6) € % et Ec, ¢ la courbe elliptique associée a cette paire.
Puisque A(cy, ¢g) # 0, on peut trouver un voisinage sur lequel on a également A(c), ¢g) # 0.

De plus, si A(cy, ¢g) est divisible par p, on peut trouver un voisinage sur lequel A(¢c}, ¢j)
a la méme valuation p-adique que A(cy, cg).

Si la réduction de E, ., est bonne, potentiellement bonne, ou encore si elle est poten-
tiellement multiplicative et que p # 2, alors le signe est constant sur un voisinage.

Dans les autres cas, le signe dépend de la classe de —cf; dans @;/ (Q}‘;)2. On cherche
donc un voisinage de (¢4, cg) sur lequel cette classe est constante. Si on prend ¢ tel que
|k — cg| < p~4~1, on aura cg = ¢ mod p.

2) On suppose (cq,c6) ¢ % et on souhaite étudier le comportement de la fonction signe
autour de ce point. Soit ¢ tel que ¢4 = t2 et cg = t5.

(a) Supposons que t # 0.

Le premier cas que nous allons considérer est celui ol p t t. On considere alors Eg &5
la courbe elliptique sur I, dont les coefficients sont les réductions modulo p de ¢4 et cg.
Alors Ezz a un certain type de réduction, qui reste constant sur un certain voisinage,
par un argument similaire & celui utilisé pour démontrer 1).

Etudions & présent le cas ot ordy(t) = 1. On a ordy(cs) = 2 et ordy(cs) = 3, ce
qui implique que I'on peut écrire ¢y = p?u? et ¢g = p3ud avec un certain ug qui est une
unité de Q,. Alors si (c),cf) € Q, est tel que |¢; — ci| < &, cela implique que ¢} = puy
et ¢ = p3ug ot ug = ud mod pV et ug = ud mod p™V, pour un certain entier N. De
ce fait, 1728A = pb(u} — ud) = p°(uf — u§) mod pV*® =0 mod p¥*6. On a donc que
Eu o = Eugue sur Q[/p].

Si N =0, laréduction de E; . est de type Iy, (m = 0) car ordp(A) = 6 et ordp(cs) = 2
et ordy(cg) = 3. Ceci est valide pour tout choix de w4, ug) dans ce voisinage.

Si N > 1, pour tout choix de (ug4,ug) dans le voisinage, la réduction de By o est de
type I, (m > 1).

Si ord(t) = s, on peut se ramener a un des deux cas précédent selon la parité de s.

O

Corollaire 5.2.2. Soit & est une surface elliptique de fibre & ent € P et soit S l’ensemble
des points pour lesquels la fibre n'est pas une courbe elliptique. On pose U = P' — S.

1. L’application U(Qp) — {%1} induite par le signe (i.e. t — W, (&:)) est localement
constante.

2. Lorsque ty € S, nous étudions le comportement de la fonction signe au voisinage de
ce point.
a) Si (T — to) est une place de réduction multiplicative alors il existe un voisinage
épointé sur lequel le signe est constant.
b) Si (T —to) est une place de réduction additive potentiellement multiplicative, le
signe ne dépend que de (t —tg) mod K*2.
c) Si (T —to) est une place de réduction additive potentiellement bonne, le signe ne
dépend que de (t —tg) mod K*!2,

Démonstration. 1. Soit tg € U(Q,) alors &, est bien définie. On a un voisinage de
(ca(to), cs(to)) dans Z2 sur lequel le signe est constant. Soit ¢ € U(Q,) proche de tg
(dans un certain voisinage). Alors on a t = tqg mod p’¥ pour un certain N. De plus, on
aura également c4(t) = c4(tp) mod p" et cg(t) = cg(to) mod p~. On peut donc contrdler
le voisinage dans lequel se situe (c4(t),cq(t)) et choisir ¢t de fagon a ce que la paire de
coefficients associée soit dans le voisinage sur lequel le signe est constant.

2. Soit tg € S.
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a) Supposons que & ait une place multiplicative en (7' — ty). Alors, (T — to) /Jci(t),
i=4,6et (T'—to)|A(t) (si on suppose que & est un modele minimal). On a donc ¢;(tp) # 0,
1 = 4,6. Par le point 2 de la proposition et un argument similaire a précédemment,
on a un voisinage épointé de ty sur lequel le signe est constant.

b) Supposons que & ait une place additive potentiellement multiplicative en (7' — ).
Alors dans un voisinage épointé de tg, le signe sera de la forme :

{—1—1 si t est un cube;
(ll), sinon.
P

c¢) Supposons que & ait une place additive potentiellement bonne en (7' — tg). Alors
dans un voisinage épointé de %g, le signe sera de la forme :

+1 si t est une puissance douziéme;

( ) si t est tel que v,(A(&})) =2 mod 4;

( ) si t est tel que v,(A(&})) =3 mod 6;

( ) si t est tel que vy(A(&r)) =4 0u8 mod 12.

[asy

LN

5.2.2 FEtude de la fonction [L,1s Wp(&:) I1p 9s.5,p selon la surface

Proposition 5.2.3. Soit & une surface elliptique. Soit § défini comme dans (5.1]).
Alors, il existe Ng € 7 tel que la fonction ¢ : Q — {—1,+1} définie par

=20 de(z/y) = HWP(%) H 96.6,P(T,Y)
Yy |6 Pe#

est telle que ¢(x/y) = ¢(2'Jy') pour tous couple de paires d’entiers premiers entre eux tels
que (z,y) = (2/,y') mod Ng.

Démonstration. Soit & une surface elliptique et soit P € % un polyndéme associé a une
place de mauvaise réduction sur &.
Dans le cas ou la surface & n’est pas de réduction de type I, en P, on a

ges,p(m,n) = (%)5

m,n
ol
—1 si Pestdetype II, IT*, I§ ou I;
ep =14 —2 si Pestdetype IIl, I11%;
—3 si P est de type IV ou IV*,

ce qui dépend respectivement de la valeur de P(z,y)s modulo 4, 8 et 12.
Dans le cas ou la surface a réduction multiplicative en P, on a

gé”,é,P(xvy) = (*CG(SU,yNP(ﬂS,y))(;,

pour lesquelles la proposition donne des entiers Np sur lesquels les g 5 p sont loca-
lement constantes.
Par conséquent, [] gs 5 p est constant sur une classe de (m,n) modulo 24 [[pc , Np.
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On termine la démonstration en remarquant que, par le corollaire les signes
locaux en p | § des fibres sont localement constants pour la topologie p-adique. Soit pour
chaque p | 0 le plus petit entier o, tel que W,(E;) = W,(E}) si et seulement si ¢t = ¢/
mod p®r.

La fonction ¢ est donc constante sur une classe de (m,n) modulo

Ng =24]]p™ [] Ne-
p|d pPe#

5.2.3 Etude de la fonction he s,p en une place 1, I1*, IV ou IV*

Lemme 5.2.4. Soit P un polynéme associé a une place de type I, IT* IV ou IV*. On
suppose que pour tout P, facteur irréductible primitif de P,

ps € QT]/P(T),

ot g est le groupe des racine troisieme de l'unité.
Alors pour tout t = "> € Q on a hg s,p(m,n) = +1.

Démonstration. Soit f(T) € Z[T] un polyndéme irréductible non constant, et soit N =
Q[T)/f(T). Soit us le groupe des racines troisiemes de 'unité, et supposons que Q(usz) C
N. Alors soit un nombre premier p tels que p = 2 mod 3. Un tel p est inerte dans Q(us)/Q.

Par conséquent, pour toute paire (m,n) d’entiers premiers entre eux, il n’existe aucun
nombre premier p =2 mod 3 qui divise P(m,n). En d’autres termes, si p | P(m,n) alors

p=1 mod 3.
On a donc
hesp(mn) =[] (_73> si vp(P(m,n)) =2,4 mod 6
h 7 p2| P(m,n);pté +1 sinon.

= +1.

O]

Remarque 74. On peut facilement donner des exemple de polynémes vérifiant 'hypothese
us € Q[T]/(P;) pour chaque facteur. On a en particulier ceux de la forme

P(T) = 3A(T)* + B(T)?,

ou A(T), B(T') € Z|T] sont premiers entre eux.

Bien que ce polynéme ne soit pas irréductible en général ses facteurs vérifient 'hypo-
these.

Soit P; un facteur irréductible de P et K; = Q[T]/(P;) = Q(a;) ou «; est une racine
de P;. On a 34(c;)? + B(a;) = 0, donc —3 = (B(a;)A(a;)~1)? et par conséquent ug C K;.
Remarque 75. Le raisonnement de la démonstration est inspiré d’un résultat plus général
dt a Bauer (voir le livre [36, p.548]). Pour L une extension d’'un corps K, on note

P(L/K) := {p premier de K | Ip premier de L de degré 1 au dessus de p}.

Théoréme 5.2.5. (Bauer) Soit L/ K une extension galoisienne et M /K une extension finie.
Alors,
P(L/K) 2 P(M/K) < L C M.
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5.2.4 FEtude de he s,p en une place [11 ou I11*

Lemme 5.2.6. Soit P un polyndéme associé a une place de type II, IT* IV ou IV*. On
suppose que pour tout P;, facteur irréductible primitif de P,

pa € Q[T]/Pi(T),

ol g est le groupe des racine quatrieme de l’unité.
Alors pour tout t = ™ € Q on a he s p(m,n) = +1.

Démonstration. Similaire au lemme [5.2.4] O

Remarque 76. On peut facilement donner des exemples de polynémes dont les facteurs
vérifient 'hypotheése puy C Q[T]/P; pour chaque facteur irréductible. On a ceux de la
forme

P(T) = A(T)* + B(T)?,

ou A(T) et B(T) sont des polynémes premiers entre eux.

5.2.5 Etude de hesp en une place I, ou I,

Constance

Lemme 5.2.7. Soit une surface elliptique admettant une place de réduction I}, ou Ip,
dont le polynome associé est Q).

Soit (x,y) et (2',y') des paires d’entiers premiers entre euz telles que (z,y) = (2/,y')
mod Ng, ou Ng est l’entier de la proposition . Pour celles-ci on note o := Q(x,y) et

B =Q".y).
Supposons qu’on a
(1) a = c®l, ol est sans facteur carré qui divise Ng et pged(c,1) = 1,

(2) B = 0277, ot n est sans facteur carré qui divise Ng, pged(c,n) = 1,
Alors hé‘776’Q($7 y) = h(g,é,Q(CU/v y').

Démonstration. Le lemme découle directement de la forme de la fonction he 5 p. ]

Variation
Un résultat général sur les polyndmes nous permettra de faire varier la fonction
he 50(x,y) associée a une place de réduction I7,.

Lemme 5.2.8. [27, Lemme 2.3] Soit Q(T) et P(T) € Z[T| avec Q(T) non constant. Soit
R = Res(P,Q) le résultant de P et de Q, et soit Ag, le discriminant de Q. On suppose
que R et Ag sont non nuls. Soit Py un ensemble fini de nombres premiers.

Alors il existe un nombre premier po & Py et n un entier positif tel que p2 | Q(n) et
P 2P(n)Q(n) =1 mod po.

En particulier, pg || Q(n) et pot P(n).

Nous renvoyons a [27] pour une démonstration élémentaire de ce lemme.

Remarque 77. 11 n’est nul besoin que la conjecture du crible des facteurs carrés soit res-
pectée pour que le lemme fonctionne.
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Lemme 5.2.9. Soit une surface elliptique admettant une place de réduction I, dont le

i
Qz,y)*”
Soit (z,y) et (z',y’) des paires d’entiers premiers entre eux telles que (z,y) = (2/,y')

mod Ng, ot Ng est lentier de la proposition|5.2.5. Pour celles-ci on note o := Q(x,y) et
B = Q" y).

Supposons qu’il existe qy tel qu’on a

polynome associé est Q. On pose P = —

(1) a = c®l, oul est sans facteur carré qui divise Ng et pged(c,l,qo) = 1,
(2) B =c*q3n, oun est sans facteur carré qui divise Ng, pged(c,n) = pged(qo, cn) = 1,
(3) g0t et gy P(z,y)Q(z,y) = g5 "P(a/,y)Q(«',y') =1 mod go

Alors he s o(x,y) = —he 502, y).

Démonstration. Soit @), une place de réduction de type I}, de &. On pose Q(z,y) =: a =
Alet Q(a,y') =: B = c*¢3n comme dans I'énoncé. Alors par le théoréme m on a

_ [ =cs(z,y) si 2v,(gc) = 2,4 mod 6
hg@Q(.T/,y/): H { ( p ) p( )

plopleg (1 sinon.
B (—06(x,y) I —(W) si vp(c) est pair,
90 pople | T1 sinon.

_ (=l y)
_ _(fiT

Par hypothése sur go, on a q; > 56((;;))2 =1 mod qy. En posant Q(z,y) = ¢2Q’" ot Q'

)hm,Q(fE’ Y)-

est un entier approprié premier a gp, on a g, bcg (z,y) = Q" mod qq. Par conséquent, on
a (w) = +1 pour tout (x,y).

Donc on a bien
heso(@,y) = —hesq(’,y).

5.2.6 Etude du signe global sur les surfaces du théoréme m
Etude du signe en général

Lemme 5.2.10. Soit & une surface elliptique respectant les hypothéses du théoréeme
. Soit Uentier Nge donné par la proposition . Soit x, 2’ deux entiers tels que
x =12’ mod Ng. Soit ng et ny tels que ng =ny mod Ng et que les valeurs Mg(x,ng) et
Mg (2',n1) sont des entiers sans facteurs carrés.

On fait de plus la supposition que pour tout Q) de type I, ou I,, il existe un entier cq
tel qu’on a Q(xz,ng) = CZQl et Q(z',ny) = C2Ql, oul etl' sont des entiers sans facteur carré
et premier avec Ng.

Alors

W (x,n9) = M Mg(x,n0)Mg(x',n1))W (2, n1).

Remarque 78. Lorsque la seule place de type I, est celle a l'infini, on prend ng = n
mod Ng des entiers sans facteur carré, et la conclusion du lemme s’écrit

W(z,no) = Mnoni)W(x,n1).
Lorsqu’il n’y a pas de place I,,, la conclusion de ce lemme est

W (x,ng) = W(x',ny).
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Démonstration. Par le théoreme on a pour tout n € Z,

W(z,n) = A(Me(z,n) [[Wp(z,n) T gs6.p(@n) [ hesp(@,n) - hesoo(z,n).
plé pPe# Ped

Le reste de la démonstration se basera sur le fait que les autres parties de la formule sont
constantes.
On sait par construction de 'entier Ng que

[IWo(z.no) I 9e.5p( no) =] Wola',n1) [[ ge.5p@ n).

plo Pet o Pet

Par le contrdle des facteurs carrés de ) de type I}, et les propositions et
on a ’égalité

I1 resp(@ no) = [] hesr(@ no).
Peo Peo/

Finalement, on observe que

he 5.00(2,10) = he s00(x',n1) = +1.

Lorsqu’il n’y a pas de place I,

Proposition 5.2.11. Soit E une surface elliptique respectant les hypothéses du théoréeme
qui n‘admet pas de place de type I,,. Soit aussi Ng l'entier correspondant a & donné

par le théoréme[2.3.3.

Soit t = :’:—11 €EQ ettty = %2 € Q des entiers satisfaisant aux propriétés suivantes.
1. (m1,m1) = (ma,n2) mod Ng une classe de congruence non nulle,
2. Pour un certain Qo de type I}, on a

(a) Qo(mi,n1) = c®l ou 1 est un entier premier a Ng qui est sans facteur carré,

(b) Qo(ma,ng) = c2q3l' ou l' est premier & Ng et sans facteur carré, et qo est un
nombre premier qui ne divise pas § et tel que —pEGC(}(.’Ei,yi) est un carré mod
qo pour 1 =1,2.

3. Pour tout QQ # Qo de type I7,,
(a) Q(mi,ny) = cQQlQ ot lg est un entier premier @ Ng qui est sans facteur carré,
(b) Q(ma,ng) = célb ot lgy est premier a Ng et sans facteur carré,.

Alors, on a

W(Et1) = _W(Etz)'

Démonstration. La proposition se démontre comme le lemme [5.2.10] hormis que pour la
fonction associée au polynéome (g, on utilise la proposition [5.2.9] pour voir que

he 5,0 (M1, n1) = —he 5.0, (M2, n2).
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5.3 Surfaces telles que My =1

Théoréme 5.3.1. Soit & une surface elliptique non isotriviale qui satisfait aux hypothéses
du théoréme [5.0.8 et qui de plus n’admet pas de place de réduction de type I,.
Alors l'ensembles Wi sont tous deux infinis.

Démonstration. Soit g—?, d2 - da 1og contenus respectifs des polynémes c4(T), c(T), A(T)

37 ds
associés a &. On pose

§=2-3-di...ds [[ Res(Q Q).
Q,Q' ex#

Soit N = Ng l'entier donné par la proposition (on le choisit de sorte qu’il soit
minimal). La fonction ¢ — [[,s Wp(&m ) [1pcg g&,6,(m, n) est constante chaque classe de
congruence modulo N.

Pour chaque p | N, on pose oy, = vp(N).

On pose

S=1{2,3,p1,..,pr},

et
T = {0,...,0}.

Soit une classe (az, b2) mod 2% telle que
Pj(ﬂQ, 52) §é 0 mod 2%

pour tout P; € .
Soit une classe (a3, b3) mod 3%3 tel que

P,-(ag, [13) ;7é 0 mod 3%

pour tout P; € &
Soient aussi des classes (ap,by,) mod p® pour chaque p | N tel que p # 2,3 on a pour
tout P € o/
P(ap,by,) #0 mod p*?.

Comme P est de contenu 1 par hypothese, de telles classes (ay, by) existent pour tout
pIN.

Par le théoréeme des restes chinois, il existe une classe de congruence (a,b) modulo M
respectant

(a27 [‘12) mod 292,
(a,b) = < (a3,b3) mod 3%3, (5.2)
(ap,by) mod p*  pour tout p | 6,
On pose Qp = HQed’ Q.
Par le crible des facteurs carrés [1.3.5] appliqué a g, .S,T, N, a et b comme précédem-
ment, il existe un ensemble infini .%#; de paires (m,n) € Z? telles que

Qo(m,n) =1,

ol [ est un entier sans facteur carré premier avec tout p € S par nos choix de S et de T
Par la proposition [5.2.11} pour tout (x,y), (2',y') € F1,

W(z,y) =W, y).



152 5. SURFACES ELLIPTIQUES NON ISOTRIVIALES

On choisit )1 un polynome associé a une des places de type I};,.

On pose R(m,n) = —cg(x,y)/Q(z,y)3. Par le lemmeappliqué aR(t1),Q(t1)et
S, il existe qo € S et mg un entier positif tels que g3 | Q(mo, 1) et —qO_2P(m0, 1)Q(mop, 1)
est un carré modulo qp.

Soit 'ensemble

S/ — {2, 3,p1, e 7p7"q0}
et
T ={0,...,0,2}.

Par le lemme chinois, il existe une paire d’entiers (a’,d’) respectant simultanément

) et

d =mp modgs, ¥ =1 mod gj.
En appliquant le crible a
Q1, 8", T, d etV
on obtient .%5 un ensemble infini de paires telles que

Ql(l‘, y) = qgl7

ou ! est un entier sans facteur carré premier avec tout élément de S’ et ol g bcg(z,y) un
carré modulo gg. Par la proposition [5.2.11] tous les éléments de .%5 ont le méme signe.

Enfin, par la proposition [5.2.11] pour tout (z,y) € %1, et tout (2/,y’) € F2, on a

yl

W(&s) = ~W(&.).

5.4 Surfaces avec des places de type [,

Pour démontrer #W1 = oo sur des surfaces possédant des places de réduction mul-
tiplicative, une difficulté supplémentaire se présente. Il faut controler les deux quantités
suivantes simultanément :

1. les facteurs carrés de Mg(x,y).

2. le nombre de facteurs de Mg (x,y), comptés avec multiplicité.

Dans la section [I.3-3] on a démontré le résultat suivant, qui régle ce probléme.
Théoréme 5.4.1. Soit f € Z[X,Y] polynome homogéne a coefficients entiers, sans fac-

teurs carrés. Supposons la conjecture du crible des facteurs carrés et la conjecture de
Chowla vraies pour f, alors 'estimation suivante vaut pour tout réseau A’, ot € = +1 :

ﬂ{(mjn) e A(X) | ffim,n) est sans facteur carré et A(f(m,n)) = e} = %A/(X)%—O(A/(X)).
A

(5.3)

Remarque 79. La conclusion du théoréme vaut donc inconditionnellement si deg f < 3 ou
si f est produit de formes linéaires.
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Notation 7. Rappelons qu’un réseau est un ensemble de la forme
A ={(azx + by, cx + dy) € Z*| (z,y) € Z*}

ot ad — be # 0. On note A(X) :={(m,n) € A | |(m,n)| < X} et A(X) :=A(X).
Rappelons aussi que dy 4 est le plus petit entier tel que % est sans facteur carré, ou
5f,.z4 = ngd(f(m7 n)v (ma n) S "4)
Cela nous permet de compléter la démonstration du théoréme [5.0.8|:
Théoreme 5.4.2. Soit & une surface elliptique non isotriviale qui respecte les hypothéses
du théoréme[5.0.8. On suppose que Mg # 1, c’est-a-dire qu’il existe des places génériques
de réduction multiplicative.
Alors les ensembles W1 (&) sont tous deuz infinis.

Démonstration. On étudiera une surface dont la place a l'infini n’est pas I,,, (quitte a faire
un changement de variables, on peut faire cette supposition).

Soit Ng l'entier correspondant a & donné par la proposition Pour chaque p | M,
soit oy, = vp(Ng), de sorte que

Ne = 242393 -p(llp1 LoLpier
On pose

S = {273ap17"'7pr}

et
T=H{0,...,0}.

De la méme fagon que dans la démonstration du théoreme, le théoréme des restes
chinois permet d’obtenir (a, b), une classe modulo Ng telle que

Bg(a,b) #0 mod 292,
Bg(a,b) 20 mod 33, (5.4)
Bg(a,b) Z0 mod p*  pour tout p | 9,

Par le crible des facteurs carrés appliqué a Bg, S, T, Ng,a et b, il existe un en-
semble infini .% de paires (m,n) € Z? telles que

Bé"(ma TL) =1,

ol [ est un entier sans facteur carré premier avec tout p € S par nos choix de S et de T
Par le lemme [5.2.11], pour tout (z,y), (2',y') € % on a

W($, y) = )\(Mg(SC, y)Mo@(x/a y))W(.’E/, y)

Grace au théoréme [5.4.1] on extrait de cet ensemble des sous-ensembles infinis %7 et %y
tels que

1. (m,n) € F est tel que A(Mg(m,n)) = +1,

2. (m/,n') € %, est tel que A(Mg(m/,n’)) = —1.

Pour tout (m,n) € %1, (m/,n') € F#,, on a

W(m,n) = —W(m/,n').
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5.5 Exemples

Il existe de nombreuses surfaces respectant les hypotheéses du théoréme [5.0.8] comme
en témoigne le théoreme suivant.

Théoreme 5.5.1. Soit Q) un polynéme sans facteur carré dont les facteurs irréductibles
sont de degré inférieur ou égal a 6 et différents de T. Soit N € N. On pose

P(T) = 3*Q(T)* + *T*",

et a, 8 € Z premiers entre eut.
Soit & la surface elliptique décrite par [’équation

& y? = 2% - 21P(T)Q(T)*x — 54BP(T)Q(T)3T™.

Alors Wy et W_ sont infinis.
De plus, si on suppose la conjecture de parité, alors les points rationnels de & sont
Zariski-denses.

Remarque 80. Lorsque N > 4, la conjecture du crible des facteurs carrés n’est pas démon-
trée en général sur P. Les surfaces étudiées ne sont donc pas incluses dans les travaux
d’Helfgott.

Démonstration. Pour t € Q qu’on écrit t = 7 pour m,n € Z premiers entre eux, on note
&m,n la courbe elliptique isomorphe a &; la fibre en t de & :

(g)m,n . y2 _ x3_27n4k7deg P—2deg Qp(m’ n)Q(m, n)2_546n6k7degP73 deg QfNP(m, n)Q(m, n)?’q,nN7

ou k est le plus petit entier tel que 4k > degcy(T) et 6k > degcs(T).
Cette courbe elliptique est de discriminant A(m, n) = yn!2k—2dee P=8degQ p(yy n)2Q(m,n)8,
pour une certaine constante v € Q. On cherche quel est la valeur de k, et celle de
12k — 2deg P — 8 deg @ qui nous donnera le type de la réduction en la place a 'infini.
Supposons que N < deg@. On a deg P = 2deg @ et par conséquent

degey(T) = 4deg Q,

degce(T) = 5deg @ + N,
deg A(T) = 12deg Q.

On a k = degQ et 12k — 2deg P — 8deg @ = 0. La place a 'infini est donc de bonne
réduction. Les places de mauvaises réduction de la surface & sont les suivantes :
— les places associées aux P;, les facteurs irréductibles de P(T) = P{' ... Pt" qui sont
de type I1, IV, 15, IV*, IT* ou Iy selon e; mod 6;
— les places associées aux facteurs de Q(7') de type I3 ; et
Supposons maintenant que N > deg () et posons N = deg (Q+a pour un certain a € N.
Remarquons que deg P = 2N. On a

degey(T) = 4degQ + 2a,
degcs(T) = 6deg @ + 3a,
deg A(T) = 12deg Q + 4a.

La surface & admet les places de mauvaise réduction suivantes :
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— les places associées aux P;, les facteurs irréductibles de P(T') = Py* ... P" qui sont

de type I1, IV, 15, IV*, II* ou Iy selon e; mod 6;
— les places associées aux facteurs de Q(7') de type I3 ; et
— la place a l'infini est I3, ou I3, selon la parité de a.
Pour commencer, remarquons que pour tout p | P(m,n), on a

3a2Q(m,n)? + A2meQ =0 mod p

BmdesQ \? B
= (aQ(m, n)) = -3 mod p.

Cela signifie que pour tout p | P(m,n), on a (773) = +1. Soit R un facteur irréductible de P.
On a 3a2Q(T)?+B?T?*" = R(T)Py(T), pour un certain polynéme P tel que R(T)P;(T) =
P(T). Le corps Q[T]/R(T) est engendré par £, qui est une racine de R. De plus, £ est telle
que 3a2Q(€)? + B2¢2N = 0. Par conséquent, on a —3 = (ﬂf et Q(us) C K.

aQ(&)
Si a est pair, la valeur de k est deg Q@+ 5, on a 12k—2deg P—8degQ = 2a et degcy =0

mod 4. Par conséquent, la place a l'infini est de type Io,. Comme c’est la seule place de
type multiplicatif et que P et @ (associés aux deux autres places) respectent les hypothéses
du théoréme la densité des points rationnels est démontrée conditionnellement a la
conjecture de parité.

Si a est impair, la valeur de k est deg @ + “TH, on a 12k — 2deg P — 8deg ) = 2a et
degcs = 2 mod 4. Par conséquent, la place a I'infini est de type I5,. Dans ce cas aussi,
on obtient la conclusion du théoréme par application du théoréme [5.0.8 O

Remarque 81. Les hypothéses du théoreme peuvent étre assouplies.

1. On peut alléger 'hypothése sur @Q, plutot que le supposer sans facteur carré. On
peut I'autoriser a prendre la forme

S

Q = R(T) H(T - aj)ejv

j=1

ol pour tout j = 1,---,s, a; € Q et e; € N, et ot R(T) est un polynéme sans
facteur carré dont les facteurs irréductibles sont de degré < 6.
Dans ce cas, les places multiplicatives sont

(a) éventuellement la place a infini,
(b) les places associées aux T'— a; dont I'exposant e; est pair.

Par conséquent, le polynéme Mg est un produit de facteurs linéaires et respecte bien
la conjecture de Chowla.

2. On peut remplacer TV par un polynéme S(T') € Z[T) tel que Res(S, Q) # 0. Préci-
sément, on définit
P = 3a2Q2 + 525«2’
ou «, f € Q, et on considere la surface elliptique d’équation de Weierstrass

y? = 23 — 27TPQ%x — 548PQ3S.
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